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Prologo

Este documento contiene las notas del curso de Andlisis Numérico
disefiado para los alumnos de la maestria en Ciencias Matematicas
Aplicadas e Industriales y del Posgrado de la Divisiobn de Ciencias
Basicas e Ingenieria de la Universidad Autonoma Metropolitana, plantel
Iztapalapa. El material incluye los temas cubiertos en un periodo
trimestral y equivalente a 50 horas frente a grupo. Se recomienda que un
minimo de 12 horas de las 50 se dediquen a taller de computo, en donde
los alumnos experimenten con los diferentes algorimtos y métodos
analizados en clase de teoria. Cabe aclarar que el material también
puede utilizarse en cursos con estudiantes avanzados (del ultimo
ano) de ciencias e ingenieria de nivel licenciatura. Los prerrequisitos
son: calculo en una y varias variables, algebra lineal, y ecuaciones
diferenciales ordinarias. Los temas se ecogieron para cubrir un minimo
de material que permita introducir al estudiante a este fascinante campo
de la matematica aplicada, con el objeto de que adquiera la formacion y
madurez necesaria que le permita abordar otros temas mas avanzados
y/06 especializados del analisis numérico. Se hace énfasis en el analisis
y comprension de los métodos y algorimtos, asi como de los alcances
y limitaciones de los mismos. Nuestro propoésito es que el estudiante
no solo aprenda a utilizar los métodos, sino que ademas sea capaz de
elejir y disefiar la mejor estrategia para algun problema en particular.
Por el momento no hemos incluido los ejemplos cubiertos en taller
de cémputo, los cédigos de computo correspondientes, ni tampoco
hemos incluido una lista de ejercicios de cada tema. Estas son tareas
pendientes que iremos cubriendo poco a poco.

Por lo pronto, a manera de introduccion trataremos de describir de
manera general el campo de estudio del analisis numeérico y el proposito
general del material que se presenta en este manuscrito.

El analisis numérico trata del estudio, andlisis y desarrollo de
algoritmos para obtener soluciones numeéricas y computacionales de
problemas expresados matematicamente. Generalmente estos proble-
mas matematicos son modelos expresados en el lenguaje matematico
de diversos fenomenos estudiados en las ciencias naturales y prob-
lemas de la ingenieria, abarcando recientemente otros campos como

vii



viii PROLOGO

las finanzas, la economia, la biologia y la medicina, entre otros. A
menudo el analisis numérico es considerado como las matematicas de
la computacién cientifica (Ia cual versa sobre la solucién numérica en
computadora de problemas matematicos).

Los algoritmos que estudiaremos invariablemente son disefiados
para utilizarlos en computadoras de alta velocidad. Por tanto, un
paso crucial antes de obtener la solucion del problema consiste en el
desarrollo de un codigo o programa en algun lenguaje de programacion
para comunicarlo a la computadora. Dado que hay varias opciones
no solo de lenguajes de computacion sino tambien de tipos de
computadoras, el tema de programacion se deja fuera de la ciencia
del analisis numeérico. Sin embargo, en el presente estudio a menudo
haremos uso del ambiente MATLAB para los calculos en algunos
ejemplos y aclaramos que el lector puede programar los métodos
en el ambiente o en el lenguaje de programacion que el elija.

Existen varias fuentes de error en la solucién de problemas que
requieren de computacion matematica o solucién computacional:

1. Modelacion del proceso. La solucion numeérica de problemas no
puede ser mejor que el modelo subyacente. Un modelo matematico
de un problema en particular siempre parte de hipétesis simplifi-
cadoras y generalmente no describe el fenémeno de manera exacta.

2. Medida de datos para el problema. 1os datos observados 6 los
parametros asociados a un problema pocas veces son exactos.
Cuando se obtienen datos de un problema generalmente hay
limitaciones en los equipos de medicion y los datos son obtenidos
con una precision finita determinada.

3. Errores matemadticos 0 de método. Estos estan asociados a la
aproximaciéon matematica 6 modelo numérico de solucién del
problema. Estos errores comunmente son llamados errores de
discretizacion y errores de truncamiento, y son inherentes a
la metodologia de aproximacion que se utiliza para resolver el
problema.

4. Error de redondeo. Aparecen debido al nimero finito de digitos
disponibles en las computadoras o calculadoras utilizadas para el
calculo numérico. Los equipos de calculo 6 computo tienen una
precision limitada y no pueden almacenar todos los niumeros de
manera exacta, ocasionando pérdida de precision en los calculos.

En este curso estudiaremos el disefio e implementacion de codigos
que en lo posible minimizen errores de redondeo, estimen errores de
truncamiento y proporcione alguna indicacién de la sensibilidad del
problema a errores en los datos y a los errores de redondeo.
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Capitulo

Aritmeética Computacional

La aritmética realizada en una computadora involucra operaciones
con numeros que tienen un numero finito de digitos solamente. Asi
que inevitablemente muchos calculos se realizan con representaciones
aproximadas de los numeros verdaderos. Por ejemplo 1/3 no puede
representarse de manera exacta en una computadora, al igual que
M, e,\/2 y muchos otros niumeros.

1.1. Representacion de nimeros por computadora

En una computadora digital los nimeros generalmente se repre-
sentan en el sistema binario (base 2). Por ejemplo, (110), equivale a
1x22+1x2'+0 x 2% =6 en el sistema decimal; (1011.11), equivale a
1x2340%x22+1x2'+1x2%41x271+1x272=11.75 en el sistema
decimal.

La longitud finita de la palabra de una computadora impone
restricciones sobre la precision que puede lograrse en la representacion
de los numeros. Por ejemplo, un ntmero tan simple como 1/10 no
puede almacenarse exactamente en una maquina binaria dado que
1/10 =(0.0001100110011...).

Ademas, debemos tomar en cuenta que tenemos dos técnicas de
conversion relacionadas al comunicarnos con una computadora binaria:
de decimal a binario (al introducir los datos), y de binario a decimal
(al obtener los resultados). En cada conversion pueden presentarse
errores.

1.1.1. Representacion de nameros enteros. Los nimeros enteros
se pueden representar en una computadora utilizando el método de la
magnitud con signo: El primer bit de la palabra se utiliza para indicar
el signo: 0 para indicar “+”, y 1 para indicar “—". Los bits sobrantes se
usan para guardar la magnitud del ntimero.

EjEmprLO 1.1.1. Si se usan 16 bits para representar los niimeros
enteros en la memoria de la computadora, el nimero —173 puede
representarse por
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[1[ofofofofofof0[1]O[1[OL[L[O]1]
7 7 7 T 7
signo 27 2° 23 22 20

EjEmpLO 1.1.2. Rango de enteros. Determinar el rango de enteros
que puede representarse en una computadora de 16 bits.

Solucion. El 1¢F bit es para el signo. Sobran 15 bits con los cuales pueden
representarse losnimeros del 0al 111111111111111 = 2>—1 = 32767.
Ademas como el 0 se representa por 0000000000000000, es redundante
utilizar 1000000000000000 para representar -0, asi que podemos
representar un numero adicional que puede ser —2!> 6 215, Por lo tanto,
el rango de enteros que podemos representar con una computadora de
16 bits es de —32768 a 32767 6 bién de —32767 a 32768

1.1.2. Representacion de punto flotante. Los numeros reales se
representan en la computadora usando la forma de punto flotante (o
notacion cientifica normalizada). Esta consiste de una parte fraccionaria
llamada mantisa y una parte entera llamada exponente, como se indica
a continuacion:

i%ﬁe = tmpe!

donde B es la base del sistema (8 = 10 para el sistema decimal y = 2
para el sistema binario), e representa el exponentey t > 1 es la precision
de la mdquina. La m se puede escoger como: ﬁ <m < 1, (la mantisa

esm), 01 < m < B¢ (lamantisa es %), dependiendo de la arquitectura.

EjEmpLo 1.1.3. La IBM 370 6 la 3000 consistia de un bit indicador
del signo, un exponente e de 7 bits en base 8 = 16, y una mantisa m de
24 bits (en total 32 bits), con t=64. Cualquier nimero es de la forma:
m16¢%4 con # <m<1.

En esta arquitectura el nimero de maquina
]0\1000010\101100110000010000000000\

representa el nuimero decimal
27142734274 4277 42784 27 14116%-64 = 179.015625.

donde:

e el primer bloque (de 1 bit) representa “+”,

e el segundo bloque (de 7 bits) representa 26 421 = 66,

o el tercer bloque (de 24 bits) representa 2! +2 34244274284
214

El anterior nimero de maquina mas pequeno es:
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(0]1000010[101100110000001111111111
=179.0156097412109375

El siguiente nimero de maquina mas grande es:

[0]1000010]101100110000010000000001 ]
=179.0156402587890625

Lo anterior significa que el nimero de maquina original debe repre-
sentar no s6lo a 179.015625, sino también a un numero infinito de
nuameros reales que se encuentran entre este niiumero y sus numeros de
maquina mas cercanos. Por otro lado, en esta arquitectura, el nimero
mas pequeno que se puede representar es:

]0\0000000\000100000000000000000000\
=27%.169"% =167 ~ 10778
y el nimero mas grande que se puede representar es:

[(0[1111111]111111111111111111111111]|
~1- 16127—64 — 1663 ~ 1076

de tal manera que los numeros que aparecen en los calculos con
magnitud menor a 1675 resultan en lo que se denomina como
underflow, y generalmente se le da el valor de cero. Los numeros
con magnitudes mayores a 1653 resultan en lo que se llama overflow, y
causa que los calculos se detengan 6 se obtenga un mensaje de error.

1.1.3. Limitaciones en la representacion de nimeros en computa-
dora. Del ejemplo anterior, concluimos que la limitacién mas fuerte
para representar numeros en una computadora digital es que soélo
se puede contar con un numero finito de bits para cualquiera de las
arquitecturas. De aqui que en una computadora digital

1. Sélo se puede representar de manera exacta un nimero finito de nimeros.

2. No se puede representar nimeros arbitrariamente grandes o arbitraria-
mente pequenos.

3. Existen vacios 6 claros entre los nimeros con representacion exacta.

Afortunadamente en las computadoras modernas se pueden rep-
resentar numeros suficientemente grandes y numeros suficientemente
pequeinos (desde un punto de vista practico). Por ejemplo, en la ar-
itmética mas ampliamente usada en la actualidad (IEEE, Institute of
Electric and Electronic Engineers) en doble precisiéon permite niimeros
tan grandes como 1.79 x 103%(= 21924) y nimeros tan pequefios como
2.23 x 107308(= 2-1022) " Gin embargo el vacio, claro o brecha entre
numeros de maquina es un problema permanente en la computacion.
Por ejemplo, el intervalo [1,2] se representa por el conjunto discreto y
finito, 1, 1 +27°2, 1 +2 x 27°%, 143 x27°2, ..., 1422 x 2752 =2,
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En la aritmética IEEE de doble precision los claros o vacios
entre numeros de maquina adyacentes no son mayores a 2 °° ~
2.22 x 10716 en sentido relativo. Esto puede parecer insignificante,
y de hecho lo es para la mayoria de algoritmos “estables”. Sin embargo,
resulta catastrofico para los algoritmos “inestables”. Mas adelante
precisaremos los conceptos de estabilidad e inestabilidad numérica.

En suma, los niumeros de punto flotante en una computadora
binaria estan distribuidos en forma no uniforme, la mayoria de ellos
concentrados cerca de cero. Esto es debido a que entre potencias
adyacentes de 2 (intervalos binarios) siempre hay la misma cantidad de
numeros de maquina e igual a 2! (con =52 para doble precision). Por
ejemplo en el intervalo 2¢ < x < 2¢! los numeros estan igualmente
espaciados con un incremento 2, donde 2°¢ = longitud del intervalo y
2t = cantidad de numeros de punto flotante en el intervalo binario. Por
lo tanto, hay una distribucién no uniforme de punto flotante, con una
densidad mayor cerca del origen (es decir, el incremento g—f es cada vez
menor conforme el exponente e es mas negativo).

1.2. Errores de redondeo

Cuando se realiza aritmética de punto flotante frecuentemente
el namero de digitos en los resultados intermedios es cada vez
mayor, mientras que el numero significativo de digitos permanece
fijo. Por ejemplo, el producto de dos numeros de punto flotante en
aritmética con 8 digitos después del punto decimal sera un nimero
con 16 digitos después del punto decimal, y debemos quitar ocho
digitos para redondear el resultado a 8 digitos después del punto
decimal. El redondeo es un concepto util y fundamental en la ciencia
computacional.

1.2.1. Forma normalizada de un nimero. Para introducir e ilustrar
el concepto de redondeo utilizaremos la forma decimal normalizada,
esto con el objeto de simplificar la exposicion. Si x es un numero
real cualquiera, entonces tiene una representacion decimal exacta de la
forma x = £0.d1d>ds3 ---did1--- x 10", con1 <d; <9,0<d; <9,
parai=1,2,...,t,t+1,..., y nun entero positivo o negativo.

EiemprLo 1.2.1. La forma decimal normalizada se ilustra con los
siguientes niimeros fraccionarios:

1
X = T —0.909090... x 1071,

1
X = l—i =0.13636363... x 10'.
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1.2.2. Forma de punto flotante: truncamiento y redondeo. La
forma de punto flotante, denotada por fl(x), se obtiene terminando la
mantisa de x en t digitos decimales, si suponemos que los numeros
de maquina admiten a lo mas t digitos decimales después del punto
decimal. Existen dos maneras de realizar esta terminacion

(1) Truncamiento. Se cortan los digitos d¢1,ds2,... para obtener
ﬂ(X) = iOdldz s dt x 10™,

(2) Redondeo. Se forma la suma d d; - - - d;.d¢y1 + 0.5 (donde el punto
que esta entre d; y dyq es un punto decimal). La parte decimal
de fl(x) es did,---d;_16; la cual representa la parte entera del
resultado de la suma anterior.

EJEMPLO 1.2.2. La representacion del nimero x = 155/11 en punto
flotante con truncamiento a seis y siete cifras decimales es:

fl(x) = 0.136363 x 10!, sit=6,
fl(x) = 0.1363636 x 10%, sit=7.

Por otro lado, para obtener su representacién conredondeo a seis y siete
cifras decimales se hace lo siguiente: Si se toman seis cifras decimales
(t = 6), entonces, 136363.6 + 0.5 = 136364.1, cuya parte entera es
136364. Por lo tanto fl(x) = 0.136364 x 10! (con 8 = 4 # dg = 3
). Si se toman siete cifras decimales (t = 7), entonces tenemos
1363636.3 + 0.5 = 1363636.8, cuya parte entera es 1363636. Por lo
tanto fl(x) = 0.1363636 x 10' (con 67 = 6 = d;).

El error que resulta al reemplazar un nimero real x por su nimero
de punto flotante se denomina error de redondeo. Este error esta
acotado por |x — fl(x)| < %lOl‘t\x|p, donde p = 1 cuando se hace
redondeo, y p = 2 cuando se hace truncamiento.

DEMOSTRACION. (Caso por truncamiento). Sea x = 0.dd> - - - d¢dq
<o x 10", fl(x) = 0.d1d> - - - d¢ x 10", entonces
[x — flx)]| =0.0---0dpdpp -+ x 10"
t—ceros

= 0.dt+1dt+2 cee X lon_t
|x|
|x]
_0.dpndpn - x 10" x 107 x |x]
© 0.dydy---didysy - x 100

=0.dpdin - x 10™ x 107F x

Pero
O-dt+1dt+2 te < 10
0.d:d> - --
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ya que
0.diden - < di.dods - -
(donde el punto entre d; y d» es un punto decimal). Por lo tanto
|x — fl(x)] < 10" x]|

cuando se hace truncamiento. Analogamente puede considerarse el
caso de redondeo:

1
|x — fl(x)| < 5101_t|x\. O

Observacion. En las expresiones anteriores la cantidad |x — f1(x)|
denota el error absoluto que se obtiene al representar el nuimero
x por su numero de punto flotante, mientras que la cantidad |x —
flx)|/|x| denota el error relativo que se obtiene al reemplazar x
por su correspondiente nimero de maquina o punto flotante fI(x).
Luego entonces el error relativo serd menor a 10'~! cuando se
hace truncamiento y menor a %1014 cuando se hace redondeo para
representar los nimeros en computadora. En el caso mas general
cuando la base es 8 en lugar de 10, se tiene que

|x — flx)| < Bt x|, (1.1)

cuando se hace truncamiento y

1
|x — fl(x)] < EBHIxI, (1.2)

cuando se hace redondeo.

1.2.3. Epsilon de maquina. La resolucion del conjunto de nimeros
de punto flotante 6 nimeros de maquina para representar los niimeros
reales se establece a través del numero conocido como epsilon de
mdgqina, que se define como:

€maq = *Blit (1.3)

el cual representa la mitad de la distancia del nimero 1 a su nimero
de maquina mayor mas proximo. Algunos autores lo definen como

€maq = Bl_t

pero en realidad lo que realmente importa es la propiedad siguiente de
este numero:
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Propiedad del epsilon de maquina. Para cada numero real X, existe
un numero de punto flotante x’ tal que

|x — x| < €mag|x|.

En realidad, comparando con las expresiones para el error de trun-
camiento y redondeo, encontramos que ésta es una forma de expresar
que para cada niimero real x, existe € con €] < €44 tal que

SlUx) = x(1 +¢€). (1.4)

Es decir, la diferencia entre un niimero real cualquiera y el nimero de
punto flotante mas cercano a €l es siempre menor o igual a €,,,4 €n
sentido relativo. Para los valores de 8y t que se han usado en la mayoria
de las computadoras el epsilon de magina se encuentra en el rango de
107% < €maq < 1075, En aritmética IEEE de precision simple y doble,
el epsilon de maquina es 2723 ~ 1.22 x 1077 y 27°2 ~ 2.2 x 10716,
respectivamente.

1.3. Aritmética de punto flotante

1.3.1. Sistema de nimeros de punto flotante. Representemos por
F el sistema de numeros de punto flotante definidos por la base 8 > 2
y la precision t > 1 (recordemos que 8 = 2, t = 23 para precision simple
y B = 2, t = 52 para precision doble en el estandard IEEE). Entonces
podemos escribir
m

1
F={xeR:x=iﬁﬁe, E§m<1, emin < e < emax}t. (1.5)

1
Recordemos que el epsilon de maquina se define por 5314_

A continuacion resentaremos una tabla de valores para diferentas
arquitecturas (la mayoria de ellas de la década de los 80).

MAQUINA B t mine max e €mag
VAX(simple) 2 | 23 —128 127 | 1.2x10°7
VAX(doble) 2 55 —128 127 2.8 x 107
CRAY-1 2 | 48 —16384 16383 3.6 x 10~
IBM-3081(simple) 16 6 —64 63 9.5 x 1077
IBM-3081(doble) 16 14 —64 63 2.2 x 10716
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IEEE estadard B t mine maxe €maq

Simple 2 23 -126 127 | 1.2 x10°7
Doble 2 52 —-1022 1023 2.2 x 10716
Cuadruple 2 112 —16382 16383 1.9 x 10734

1.3.2. Operaciones de punto flotante. Los calculos matematicos
generalmente se reducen a ciertas operaciones matematicas elemen-
tales, de las cuales el conjunto clasico es +,—,x,+. Matematicamente
estos simbolos representan operaciones en R. Sobre una maquina dig-
ital estas operaciones tienen analogos llamadas operaciones de punto
flotante sobre F. Para distingir las operaciones aritméticas usuales de
las operaciones de punto flotante, a estas ultimas se les denota por los
simbolos 4, 9, ®, ©,, respectivamente.

1.3.3. Axioma fundamental de la arimética de punto flotante.
Una computadora puede construirse sobre el siguiente principio de
diseno: Si x y v son dos numeros de punto flotante cualesquiera (x,
v € F) y % es una de las posibles operaciones +, —, x, =, con ® su
analogo de punto flotante, entonces

X®y=flxx*y) (Propiedad de diseio). (1.6)
Por la propiedad (1.4) del epsilon de maquina, encontramos que
flixxy)=x*xy(1+€) con [€| < é€mag.
Por lo tanto, concluimos que la computadora tiene una propiedad
sencilla pero muy util, expresada en el siguiente axioma, denominado

el Axioma fundamental de la arimética de punto flotante:
Para todo x,y € IF existe € con |€| < €pqq tal que

x®y=(xx*y)l+e). (1.7)

Es decir, cada operacion en la aritmética de punto flotante es exacta
salvo un error relativo de a lo mads €y aq.
Por lo tanto, si x, y son numeros de punto flotante

XPy=x+yNl+e€)
xoy=x-»1+e
XQy=(xxyNl+e)
xX0y=(x+yNl+e)

para algun €, con |€] < €paq-

siempre y cuando los resultados se mantengan dentro del sistema de
punto flotante F.

Algunas de las propiedades fundamentales de las operaciones en
el sistema de numeros reales son validas para las operaciones en el
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sistema de punto flotante, otras no lo son. Por ejemplo, las leyes
conmutativa de suma y multiplicacién si son validas en punto flotante:

XOy=yoX, XQy=yex
Sin embargo, la ley asociativa de la multiplicacién no es valida en el
sistema de punto flotante
X@MRzFxR (VYR 2).

€maq

11
de punto flotante IEEE de doble precisién, obtenemos en el ambiente

MATLAB

€
Por ejemplo, si x = ",;“q, Y = 3€maq, Z =

, entonces en el sistema

x®(y® z)=9.952403865943302 x 1047
(X ® y)® z =9.952403865943303 x 10~4°

y se observa una diferencia en el ultimo digito. La situaciéon es mas
catastrofica con la suma y la resta. Puede suceder facilmente que
(x & ¥) @ z sea muy diferente a x ® (v @ z) con aritmética de baja
precision. De la misma manera la ley distributiva x(y + z) = xy + xz no
es valida en aritmética de punto flotante.






Capitulo

Condicionamiento y Estabilidad

2.1. Normas de matrices

El objeto de esta seccién es introducir el concepto de norma
matricial. Este concepto es de fundamental importancia no solo en
en analisis y el algebra lineal y sus aplicaciones, sino tambien en el en
el analisis numeérico. La razén por lo que se ha decidido introducirlo en
esta parte del escrito es porque sera muy util a partir de la siguiente
seccion, especialmente para ilustrar los conceptos de condicionamiento
y estabilidad.

2.1.1. Normas en espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial
real. Una norma en V es una funciéon no negativa || - |: V — R que
satisface

1. |x]| >0,Vx eR,y|x|][=0siysolosix=0
2. |lox|| = ||| x|, Vx e R, Vx €V
3. lx+ | < |Ix|| + ||ll, ¥x, ¥ € V (desigualdad del triangulo)

Con V = R™ (espacio de vectores n-dimensional) tenemos varias normas
denominadas normas-p: Sea x = (x1,...,xn)" € R", entonces

n
> lxil
i1
1
n 2
2. norma-2: ||x|. = <Z|Xi|2>
i=1

1
n »
3. norma-p: ||x|, = <Z Ixi|’”) (p=>1
i1

4. norma-oco: ||X||eo = Izla<x |24 (también llamada norma del
1<i - .
Stsn maximo o uniforme)

1. norma-1:  ||x|;

La Figura 2.1 muestra la bolas unitarias bidimensionales (n = 2) en cada
una de las normas anteriores. Por la bola unitaria en una norma || - ||
entendemos el conjunto {x € R : ||x|| < 1}. Obviamente la bola unitaria
en la norma euclideana es esférica. Sin embargo, la bola unitaria en

11
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las otras normas tienen otra forma. A medida que p aumenta la bola
unitaria se tranforma del diamante 6 rombo al cuadrado, pasando por
el circulo.

X X X X
(0.1) 0.1) (0.1) (0.1)
11,00 X (1,0) X1 (1.0 X (1.0 %1

Figure 2.1. Bolas unitarias en la normas-1, 2, p, oo, respectivamente.

Aparte de las normas-p, las normas mas utiles en las aplicaciones
son las normas-p pesadas, donde cada una de las coordenadas del
vector tiene su propio peso. Dada la norma || - ||, una norma con peso
puede escribirse como

[[x[lw = [[Wx|]
donde W = diagonal(w,, wy,...,w,) con w; # 0. Se puede generalizar
el concepto de normas pesadas permitiendo que W sea una matriz
arbitraria no singular, no necesariamente diagonal.

No es complicado verificar que las anteriores normas efectivamente
satisfacen las propiedades 1,2 y 3 en la definicion de norma. Para cada
una de estas normas las propiedades 1y 2 se satisfacen trivialmente.
Por otro lado, es facil verificar la desigualdad del tridngulo para la
norma-1 y la norma-oo, pero para la norma euclideana o norma-2 es
necesario hacer uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz

n
Yoxivi| lxlz vl x= (e x) y= 0 )
i=1

A la desigualdad del triangulo para las normas-p

I+ >llp < llxllp + [ >llp

se le conoce como desigualdad de Minkowski y su demostracion se
encuentra en libros de calculo avanzado 6 analisis matematico.

2.1.2. Continuidad y equivalencia de normas.

Continuidad de la normas: Cualquier norma vectorial || - || en R"
es una funcién continua de x € R™ (ver Isaacson y Keller).
- - . ’
Equivalencias de normas: Cualquier par de normas || - ||, || - || en

R™ son equivalentes. Es decir, para toda x € R" existen constantes
positivas m y M tales que

mlx|| < [lx]| < M|, ¥xeR™
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DEMOSTRACION. Es sufuciente con verificar el resultado cuando una
de las normas es || - |, Ya que || - || v || - || seran equivalentes si cada
una de ellas es equivalente a || - || . Consideremos la esfera unitaria en
la norma oc:

={xeR" : |x||oc =1}
Este es un conjunto cerrado y acotado en R". Dado que cualquier norma
vectorial || - || es continua en R", y en particular sobre S, entonces
toma sus valores maximo y minimo dentro de S... Sean entonces x° y
x! los puntos sobre la esfera donde se toman el minimo y el maximo,
respectivemente:

Jmin [|x|| = 1°1l, max [|x|| = [P
Entonces
I < [lx]l < flxt ], Vx € Sea
Ahora considermos un vector arbitrario y € R", y # 0, donde 0
denota al vector cero en R". Como el vector normalizado Y se

[Vl
encuentra en S, entonces
X0

A< ] <1

Es decir,
1> lloo < VI < Nl 1] oo-
Por lo tanto,
m|ylloo < [|¥| < M||¥]loe, VyeR"

con m = ||x°| y M = ||x!||. Asi que cualquier norma || - || en R" es

- Se concluye que cualesquier dos normas
en R" son equivalentes. O

2.1.3. Normas matriciales inducidas. Cuando se hace analisis -
numeérico de problemas donde intervienen matrices es util tener el
concepto de norma de una matriz y, en consecuencia, de la distancia
entre matrices. Existe una forma geométrica (y aparentemente natural)
que permite definir la norma de una matriz. Esta forma toma en cuenta
el comportamieto de la matriz como un operador:

Si A € R"™*" es una matriz de n x 1,y | - || una norma vectorial en
R", entonces la norma de A inducida por esta norma vectorial se define
por:

41 = sup HEHL = sup x| @)
Il g1
Notese que estamos de51gnando con el simbolo || - || tanto la norma

vectorial como la norma matricial inducida. Sin embargo, no debe
haber confusién cuando se trate de una 1 otra, dado que el argumento
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sera un vector 0 una matriz y claramente indicara de que caso se trata.
De la definicion se infiere que para calcular la norma de una matiz dada
A, basta con calcular el supremo de Ax sobre la esfera unitaria en la
norma corresponidente.

EiempLO 2.1.1. La matriz
1 2
mapea R? en R? por medio de la transformacién 7 : R? — R?, Tx = Ax,
x = (x1,x2)T (la T aqui indica la transpuesta, pues consideraremos
que los vectores son vectores columna). Trataremos de ver cual es
la accion de A sobre bolas unitarias de R? en las normas-1, 2, co:
Sean e; = (1, 0)T y e» = (0, 1)T los vectores unitarios canénicos en R2.
Entonces, Ae; = (1,0)T y Ae, = (2, 2)T.

En la norma-1, ||Aeil;s = 1 vy ||Aez||y = 4, luego el factor de
amplificacion es 4. Esta situacion se ilustra en la Figura 2.2

X X,
2.2)

1) A

(Lo) X (Lo X

Figure 2.2. Norma-I, ||A|; = 4.

En la norma-co el vector unitario x que tiene mayor amplificacion
bajo A es x = (1,1)T 6 su negativo, y el factor de amplificacion es
|Ax]|o = ||(3, 2)T| s = 3. La Figura 2.3 muestra este caso.

X X,
(22)

(1) A

\\j{l,()) X; & (10 X

Figure 2.3. Norma-2 (Euclideana) ||Al|; = 2.9208
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En la norma-2 (norma Euclideana) el vector unitario que es
mayormente amplificado por A es el que se encuentra punteado en
la figura de abajo (o su negativo), y el factor de amplificacion es
aproximadamente 2.9208, como se muestra en la Figura 2.4

Xz X,
(2.2)

(0.1) A

10) X, o) X1

Figure 2.4. Norma-co  ||A|leo =3

2.1.4. Calculo de normas matriciales. A continuacion daremos
férmulas para calcular las normas matriciales inducidas por las normas-
1, 2, oc.

La norma-1 de una matriz: Si A es cualquier matriz de n x n entonces
|All1 es igual a la mdxima suma por columnas (de los coeficientes en
valor absoluto) de A.

DEMOSTRACION. Sea A = [dy|d>|...|dn], donde d; es un vector
columna en R". Consideremos la bola unitaria en la norma-1:
{x € R" : Z;‘:I |xj| < 1}. Cualquier vector Ax en la imagen de
este conjunto satisface:

n n n
1Ax| = 1> xsds| <Y lxgdil < Y Ixgllldl
j=1 j=1 j=1

1

< mix NI max ().
Jj=1
Por lo tanto,
[Ax[li < max ||d;l
1<j<n
Escogiendo x = ¢; = (0,...,1,...,0) (el 1 esta en la j-esima entrada),

donde j maximiza ||a||;, obtenemos la cota maxima. Por lo tanto
n

Al = max ldjlly = max Z|al | (maxima suma por columna).
i<jsn 1<j<n g

(2.2)
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La norma-oco de una matriz: Utilizando un argumento muy similar al
anterior, puede demostrarse que la norma-co de una matriz A € R™*"
es igual a la “maxima suma por renglon”
n
Al = r£1é<x Z |ai;] (maxima suma por renglon). (2.3)
1<i<n
sisn iy

O

EiempLo 2.1.2. Dada la matriz

-1 2 -1
A=10 0 0],
1 1 =2

encontrar ||All; Y || Al|so-

Solucion. ||Al|; = maxima suma por columnas (en valor absoluto) = 3;
mientras que ||Al|. = maxima suma por rengléon (en valor absoluto) = 4.

2.1.5. La norma-2 de una matriz. En este caso es mas complicado
hacer el calculo. Para ello necesitamos los conceptos de valor propio,
vector propio, asi como del radio espectral de una matriz. Por ello
revisaremos brevemente estos conceptos antes de intentar encontrar la
férmula general.

Valores y vectores propios de una matriz. Dada una matriz Aden xn
se dice que A € R es un valor propio de la matriz si existe x € R" tal
que

x#0 vy Ax=Ax,

y en este caso a x se le conoce como el vector propio asociado a A.
La condicion “hay algin x # 0 tal que Ax = Ax”, es equivalente a
cualquiera de las siguientes dos condiciones:

(1) Lamatriz A — AI es singular, donde I denota a la matriz identidad.
(2) det[A — AIl = 0.

Este determinante en la segunda condicion es un polinomio en A que se
denomina polinomio caracteristico de A, y que denotaremos por p(A).
Si A es de orden n x n, entonces p(A) es de grado < m, y sus raices
proporcionan los valores propios de la matriz.

EiempLo 2.1.3. Dada la matriz

-1 0 1
A=12 0 1
-1 0 -2
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su polinomio caracteristico es

“1-2 0 1
pd)=detfA—Anl=| 2 A 1
-1 0 2-2A
— (=1 = D(=A=2—A) — A

= —A[A+1)A +2)+1] = —A[A% + 3A + 3],

—3++/3i

y sus valores propios son la raices del polinomio: A; =0, A, = >

_—3-V3i

A3 >

Radio espectral de una matrix Dada una matriz A de n x n, el radio
espectral de A se define como el maximo de las magnitudes de sus
valores propios, y se denota por p(A), es decir,

p(A) =max{ |A| : A es valor propio de A }.
Propiedad sobre los vectores propios de una matriz simétrica.

Cualquier matriz simétrica A de n x n tiene un conjunto completo
de vectores propios y este conjunto es ortogonal. Es decir, si A = AT,

entonces A tiene n vectores propios iy,..., i, € R" tal que
. 1 sii=j,
uiTuj=5ij={ e
0 sii#j.

La norma-2 de una matriz: Si A es cualquier matriz de n x n, entonces
[All2 = v/ p(ATA). (2.4)

DEMOSTRACION. Observese que ||Ax|)3 = (Ax)T(Ax) = xTAT Ax. Pero
la matriz AT A es una matriz simétrica y, por lo tanto, tiene un conjunto
de n vectores propios 1iy,..., 1, que generan R" tales que

i = 6y AT A, = A i, j=
i — Yy y Ui =AU, l!J_ll"'ln'
Ademas

| At |3 = (At (Any) =il AT Adi; = Aiil i = A, >=0 Vi=1,...,n.

Dado que x € R"™ y los vectores propios forman una base, entonces
X = ZL «;1i; para algunas constantes «;, i = 1,...,n, entonces
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n T n
[Ax|)3 = (Ax)T(Ax) = xTATAx = (Z cxﬂii> ATAY i
i=1 i=1

n n n

—.T T — -»T —

iui E O(iA A‘I/Li= E O(i‘I/Li E (xl-/\iui
i=1 i i=1

i=1

n
=D«
i1

n n
= Z oG A; < maxA; Z o
i-1 i-1
Tomando | x||, = 1, se tiene que ||x||3 = xTx =Y""" o? = 1. Asi que
|Ax|)3 < maxd; = [p(ATA) = [|All2 < V/p(ATA)

Para obtener la igualdad basta con encontrar algin x € R con ||x||, =1
tal que [|[Ax||3 = maxA;. Sea x = 1, el vector propio de ATA
correspondiente al mayor valor propio, es decir, A; = max A;. Entonces,
claramente ||7i,||2 = 1, y ademas

| Atig||3 = (Atis) T Atig = T AT A = ] Agtis = Ag|7i]|3

= A, =maxA; = [p(ATA))°.

Concluimos que ||Al]z = v/ p(ATA). O
EiempLO 2.1.4. Dada la matriz
-1 2 -1
A=]10 0 0],
1 1 -2

calcular ||Al|>.

Solucion. Primero calculamos
6 0 3
ATA=10 0 0
3 0 6
El polinomio caracteristio de ATA es

det [ATA — AI] = (6 — A)(—A)6 — A) +3(3A) = —AA — 3)(A — 9),

cuyas raices son A; = 0, A, = 3, A3 = 9. Por lo tanto ||A]» = \/p(ATA) =
V9 =3.

Observacion: Si A es una matriz simétrica, entonces ATA = A% y
entonces los valores propios de ATA son de la forma A?, donde A; son
los valores propios de A, pues

A = A(AT) = A(AG,) = AATE; = ANt = A2
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para cualquier valor propio de 1i; de A. Por lo tanto, si A es una matriz
simétrica entonces

|A]l2 = VP(ATA) = /p(A2) = \/[p(A)2 = p(A).

EjempLO 2.1.5. Dada la matriz simétrica

2 1 0
A=1(1 1 1],
01 2

su polinomio Caracteristico es p(A) = det[A — AIl = A(2 — A)(A — 3). Por
lo tanto [|A]|» = p(A) =

2.1.6. Propiedades de las normas matriciales. Dadas dos matrices

Ay B e R" x nyuna norma inducida || - ||, se satisfacen las siguientes
propiedades:

||AX|| < |Aflllx]l, V¥xeR™
( ) p(A) < [|A].

(3) IIABII < [[A[[[|B]-
(4) ||A+B| < ||All +||B|| (desigualdad del triangulo).

La propiedad 1 es consecuencia directa de la definicibn de norma
matricial inducida. La propiedad 2 se obtiene de ||A[| = sup_; [|[Ax|| >
|AZ;|| = ||Aiti;]| = |Ail]]7i:]| = |A;| para cualquier vector propio unitario
1; de A con valor propio A;. La propiedad 3 es consecuencia directa
de la propiedad 1. Finalmente la propiedad 4 es simplemente la
desigualdad del triangulo para normas matriciales y es consecuencia
de la desigualdad del tridngulo en la norma vectorial asociada.

Una norma matricial no natural (no inducida). La norma matricial no
inducida mas conocida es la denominada norma de Hilbert-Schmidt o
norma de Frobenius definida por

n n
IAlF= [ D0 lai,l?

i=1 j=1

Por ejemplo, La norma de Frobenius para la matriz

-1 2 -1
A=10 0 O
1 1 2

es |[Allr = V(=12 +22+(=1)2+12+12+22 = \/12. No es posible
expresar la norma de Frobenius en la forma sup,_; [|Ax|| para alguna
norma vectorial || - ||.
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2.2. Condicionamiento y estabilidad

En esta seccién discutiremos brevemente dos temas fundamentales
del analisis numeérico, a saber el condicionamiento y la estabilidad.

Condicionamiento: Se refiere al comportamiento bajo perturbaciénes de
un problema expresado matematicamente.

Estabilidad: Se refiere al comportamiento bajo perturbaciones de un algo-
ritmo utilizado para resolver un problema en una computadora.

2.2.1. Condicionamiento de un problema. Un problema se puede
considerar en forma abstracta como una funciéon f: X — Y de un
espacio normado X (de datos) a un espacio normado Y (de soluciones).
La funcién generalmente no es lineal pero casi siempre es continua. Por
ejemplo la operacion de suma se puede representar por

FiRZ SR, fx)=x1 +X2,

con X =R?% Y =Ry x=(x,x2)7 € R% En la mayoria de los casos
nos interesa el comportamiento de un problema en un punto especifico
X € X (una instancia del problema).

Un problema bién condicionado es aquel en el que cualquier
perturbacion pequena de x € X ocasiona un pequefio cambio en f(x).

En un problema mal condicionado pequenas perturbaciones en los
cambios de x € X ocasiona grandes cambios en los resultados de f(x).

El significado de “pequenio” o “grande” en las anteriores oraciones
depende del tipo de aplicacion. En particular, en ocasiones es mas
apropiado medir perturbaciones en una escala absoluta, y en algunas
otras es mejor medir las perturbaciones en forma relativa respecto a la
norma del dato perturbado.

2.2.2. Numero de condicion absoluto. Sea 6x una pequena per-
turbacion del dato x € X, y denotemos por 6 f = f(x + dx) — f(x) la
correspondiente perturbaciéon en el resultado. El niimero de condicion
absoluto del problema f en x se define por

R N1l

K =sup

. (2.5)
ox H5XH

EjEmpLO 2.2.1. Dada una matriz A € R"*", definimos el producto
de esta matriz por un vector x por medio de

fR" - R" f(x)=Ax VxeR"
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El nimero de condicién absoluto de este problema es

% = sup 101l _ g IFx+ 62 = fO]
ox 16X Tox [lox|
_ sup lAGx + 0x) — Ax]| _sup ||[Adx]] _ A
5x [[0]] ox  |l6x]]
en donde || - || es cualquier norma matricial inducida, por ejemplo la

norma-2.

En caso de que la funcién f asociada al problema matematico sea
una funcion diferenciable, entonces dada la perturbacién 6x en el dato
X, se tiene

SO+ 8x) = f(x) + f'(x)8x + O[(6x)°],

Si denotamos la derivada f/(x) por J(x) (el Jacobiano en caso que f sea
una funcioén de varias variables), entonces

Sf = flx +8x) — f(x) = J(x)5(x) + O[(5x)°].

Por lo tanto

= 611 [1J(x)ox||
K = sup = sup
ox lox| s [|ox]

Es decir, para un problema representado por una funcion diferenciable
f con Jacobiano J, su numero de condicion absoluto en x es igual a la
norma del Jacobiano en x.

= [lJCOll-

EJEmMpLO 2.2.2. Consideremos el problema de la sustraccion de dos
numeros: f: R> — R, f(x;, x») = X1 — X7, con x = (x;, x»)T. Dado que
0 0

A

0x; 0x»

]=[1—1].

El nimero de condicion absoluto en la norma--oo, y en cualquier
instancia x = (x;, x2)7 € R? es constante e igual a

=||J(%)]l~c =2 en la norma--co.

2.2.3. Numero de condicion relativo. Cuando estamos interesados
en cambios relativos, necesitamos la nocion de condiciéon relativa. El
niimero de condicion relativo K = K(x) del problema f en x se define

por
1) 1) 1)
K- sup (n il x||> " <|| fII/f(x)II) |
LSO /] 5 16|/l
En el caso en que f sea diferenciable, podemos expresar el naumero de
condicién relativo en terminos del Jacobiano

co el ellix] 2.7)

L/ ell [LF

(2.6)
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Tanto el nimero de condicion absoluto como el nimero de condicion
relativo tiene sus usos, pero este ultimo es mas importante en el
analisis numérico. Esto es debido a que la aritmérica de punto flotante
utilizada en las computadoras introduce errores relativos. Por esta
razom al namero de condicion relativo para un problema f se le conoce
simplemente como numero de condicion a secas. Entonces, decimos
que un problema es bién condicionado si K (su numero de condicion)
es pequefo, por ejemplo 1, 10, 10°. Decimos que el problema es mal
condicionado si K es grande, por ejemplo 10%, 106, etc.

EiempLO 2.2.3. Consideremos el problema de calcular /x para
x > 0.

) = 1

fx) = Vx, J=f(X)—2\/;C
v
[fel ~ VX 2

Por lo tanto, el problema es bién condicionado.

EJEMPLO 2.2.4. Consideremos una vez mas el problema de obtener
el escalar f(x) = x1 —x» a partir del vector x = (x1, x»)" € R2. Utilizando
lanorma || - || en R?, anteriormente encontramos que

Jx)=[1-11 y [[J)|e =2,

asi que
sl _ 2méx{]xal, x|}
£ X1 — x|
y, en consecuencia, el problema es mal condicionado cuando x; es muy
cercano a X, pues en este caso |x; — x2| = 0, lo cual coincide con

nuestra intuicion sobre el “error de cancelacion”.

K

EJEMpPLO 2.2.5. La determinacion de las raices de un polinomio
dado los coeficientes es un ejemplo clasico de un problema mal
condicionado. Por ejemplo el polinomio x2 —2x+1=(x— 1) tiene
una raiz doble x = 1. Una pequeila perturbacion en los coefecientes
puede ocasionar un cambio drastico en las raices. Por ejemplo,
x> —2x+(1 —¢€) = (x—1++6€x —1— /€ para cualquier € > 0.
En este caso x = (1,—2,1)7 € X = R3 denota los coeficientes del
polinomio x?> — 2x + 1y f(x) = (1,1)T € Y = C? denota las raices del
mismo. Entonces

dx=01,-2,1—-¢eT —(1,-2,1)T =(0,0, —¢)T,
Sf=01—-Ve1+vel —1, 1) =(—Ve Ve
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Utilizando la norma-co tanto en X = R3 como en Y = C? obtenemos
||5f||oo/5x|oo) VEle 2
K=Sup ( =Sup | ——=— | =sup — = oo.
sx \FO oo/ s >0 1/2 ¢ Ve

Por lo tanto, no es recomendable construir un algorimto numérico a
partir de los coeficientes del polinomio para el calculo de sus raices.

EJEMPLO 2.2.6. El problema del calculo de los valores propios de una
matriz no simétrica es frecuentemente mal condicionado. Un ejemplo
sencillo para darse cuenta de esto es considerar la matriz

1 1000
=l

cuyos valores propios son A; = 1, A, = 1. Si perturbamos uno de los
coeficientes fuera de la diagonal por 0.001, por ejemplo el coeficiente
0, obtenemos la matriz

A = [ 1 1000]

0.001 1

cuyos valores propios son ahora A} = 0, A, = 2, obteniendo un cambio
drastico en los valores propios. De hecho, esto mismo sucede con la

matriz
1 107
0 1|’

con n € N, cuando la perturbamos por

1 10"
0" 1 |
EJEMPLO 2.2.7. Consideremos nuevamente el problema de la multi-

plicacion de una matriz fija A € R™*" por un vector x € R", f(x) = Ax.
El nimero de condicion (relativo) de este problema es:

H5fHM5XH)__ [ASx]| [|x]| _ -

B3]
[/ = %58 8T lAx]

[Ax]

Ky = sup ( 1A|

Sx
pero
3 — —
x| = A7  Ax|] < JAH] [|Ax]|
Por lo tanto,
K<[ATH Al = K=«]A] A].

Para ciertos valores de x, x =1y K = ||A|| [|[A7Y.

L5 = flox+6x) — f(x) = Alx + 6x) — Ax = Abx

2 AS.
sups, 1325~ 114

Suponiendo que A es no singular
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EJEMPLO 2.2.8. (Solucion de un sistema lineal de ecuaciones) Dada
A € R™™" no singular y b € R", el problema consiste en calcular
x € R™ tal que Ax = b. Los datos son Ay b, y el mapeo, en este caso, es
f: R x R" — R",  f(A,b)=x =A"'b. Con el objeto de simplificar
la discusion supongamos A fija, como en el ejemplo anterior, y que sélo
varia b, es decir, f: R® — R"*, f(b) = x = A~'b. Como el Jacobiano
en este caso es J(b) = A~!, entonces el nimero de condicién en b es

[TD| 1Bl _ 4JAT] [|Ax]|

K, = =
"7 AT Ix]

Dado que hay una correspondencia 1-1 entre x y b (pues A es invertible),
podemos calcular el “peor nimero de condicién”
IIAXII

2 il

= A ‘1H

= sup K}, = sup IIA = A llA]

l"70

y observamos que el maximo nimero de condicién no depende de b.

Nota. En los dos ejemplos anteriores el maximo niimero de condicién
del problema fué |[A~!| ||A||. Esta expresion es muy comun en el
algebra lineal numérica, y se le llama numero de condicion de la matriz
A,y se escribe

K(A) = A7 [|A].

Observacion: Si A € R™™ " es una matriz simétrica no singular,
entonces

K(A) = cond(A) =
en la norma-2, donde

Amax(A) = max{|A| : A es valor propio de A},
Amin(A) = min{|A| : A es valor propio de A}.

Lo anterior es debido a que [|A|] = p(A) si A es simétrica, y si A es
un valor propio de A distinto de cero, entonces A~! es valor propio de
AL

Ejemplos de matrices mal condicionadas.

EsempLO 2.2.9. La matriz de Hilbert

h-Ax = x=A"1p
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- 1 1 -
L3 n
1 1 1
2 3 n+1
Hy=|1 1 1
i i+1 et n+i—1
1 1 _1
Ln n+l1 e 2n—1 4

es simétrica e invertible. Su numero de condiciéon en la norma
euclideana || - || para diferentes valores de n es:

n K(Hy)

10 1.6 x 1013

20 2.45 x 10%8

40 7.65 x 10°

Estos nimeros de condicién crecen muy rapidamente con n. Un

sistema Hyox = b no puede resolverse en forma apropiada en doble
precision ya que K(H»p) ~ 10°8, La matriz de Hilbert es un prototipo de
una matriz mal condicionada y (ver Gantschi)

(ﬁ_,_ 1)4n+4
215/4 /-n-n

En clase de laboratorio consideraremos con mas detalle esta matriz.

K(Hy) = |Hpll2 |Hy |2 ~ cuando n — .

EsempLO 2.2.10. Una matriz de Vandermonde es de la forma

1t 88 - !
1t t5 - th!
Ve=1. . ) e R™"  conty,ty,..., t, €R.
1 t, t2 tn—t
Si los parametros tq, to, ..., tn se escogen igualmente espaciados entre
—1y1,esdecir, t; = —1+ 2= i =1,...,n, entonces (ver Gantschi)

1 ™
K(Vo) = [Vala IV I ~ ;e*’ﬂe”(?%lnm cuando 7 — oo.

Algunos valores numeéricos se muestran en la tabla siguiente

n K(Vy)
10 1.36 x 10%
20 1.05 x 10°

40 6.93 x 10'8

80 3.15 x 1038
En aritmética IEEE de doble precisién solo es posible calcular estos
numeros de condicion para n = 10,20 y 40 como veremos en clase de
laboratorio.



26 2. CONDICIONAMIENTO Y ESTABILIDAD

2.2.4. Estabilidad de los algoritmos. Seria deseable que los algo-
ritmos numeéricos proporcionaran soluciones exactas a los problemas
numeéricos. Sin embargo, debido a que las computadoras solo pueden
representar un sistema numérico dscreto, esto no es posible en general.
Como ya hemos visto anteriormente, el error de redondeo jugara un
papel importante en este caso. La nocion de estabilidad es la forma
comun de caracterizar lo que es posible, es decir, de obtener la respuesta
correcta aunque no sea la respuesta exacta.

Algoritmos. Un algoritmo puede verse como un mapeo JNC X —>Yel
cual esta asociado a un problema matematico f : X — Y. Para precisar
la definicion de algoritmo consideremos:

(1) Un problema f: X — Y

(2) Una computadora cuyo sistema de punto flotante satisface el
axioma fundamental de la aritmética de punto flotante (1.7).

(3) Un algoritmo para f y su implementacion en computadora
(programa).

Dado el dato x € X, este dato es redondeado en la computadora para
obtener en numero de punto flotante X = x(1 + €) con |[€]| < €mag, ¥
este ultimo nimero después proporcionado como entrada al programa.
Al correr el programa el resultado es una coleccion de numeros de
punto flotante que pertenece a Y. Llamemos al resultado f(x), el cual
generalmente es distinto a f(x). Esquematicamente

Entrada Redondeo Aritmética de pul?to flotante Salida
— ~ — Programa (conjunto de —  ~

X X operaciones) S
Minimamente el resultado j“(x) debe ser afectado por errores de
redondeo, pero también, y dependiendo de las circunstacias, puede
ser alterado por otras complicaciones, como son otros programas
corriendo al mismo tiempo 6 también por tolerancias de convergencia.
Asi que f(x) puede de hecho tomar valores diferentes, en corridas
diferentes, es decir, f puede ser un mapeo multivariado.

Precision. f no serd un mapeo continuo salvo en casos excep-
cionales. lo central es que el algoritmo aproxime en forma “adecuada”
el problema f. Para cuantificar la precision da la aproximacién podemos
considerar el

error absoluto : ||_?(X) — f)||
oel _
II£G) = feIl
£

error relativo :
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en alguna norma | - ||. Nosotros consideramos el error relativo ya que
siempre utilizaremos cantidades relativas. Entonces podriamos decir
que f es un buen algoritmo para el problema f si el error relativo es de
orden del epsilon de maquina, es decir, si

1f () — fx)|
||

Estabilidad. si el problema f es mal condicionado, entonces el
objetivo de precision O(€,q4) €S excesivamente ambicioso, dado que
cualquier perturbacion en el dato x € X ocasionara un gran cambio en el
resultado. El error de redondeo es inevitable al utilizar la computadora.
Asi que, en lugar de buscar precision en todos los casos (lo cual
es imposible), a lo mas que podemos aspirar es a mantener cierta
estabilidad en los resultados.

= @(Emuq)

DEFINICION. Decimos que un algoritmo J~£ para un problema f es
estable si para cada x € X

1fe0) — FR

B 1% — x|
— = 0(€mag) paraalgin x talque ————
||f(X)|| maq) P gu q

[l

= O(€maq)
(2.8)

En palabras, la anterior definicion puede expresarse como ‘“un
algoritmo estable proporciona la respuesta casi correcta a la pregunta
casi correcta”.

2.2.5. Estabilidad regresiva (Backward-Stability). Algunos algorit-
mos en el analisis numérico satisfacen una condicién que es a la vez
mads fuerte y mds simple que estabilidad a secas.

DEFINICION. Decimos que un algoritmo f para un problema f es
estable regresivo si para cada x € X

f(x) = f(X) paraalgain X con ”X||x||X| = 0(€maq) (2.9)
Esquematicamente tenemos
Dato Respltado
X — redondeo + algoritmo — f(x)
x - solucion analitica — f(x)

donde X = x(1 + €) con |€| < €maq- Arriba, f(X) es la respuesta correcta
a la pregunta casi correcta X.

EJEMPLO 2.2.11. Analizar la estabilidad de la aritmética de punto
flotante para el caso de la sustraccién de dos niimeros.
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Solucion. El problema y el algorimto se pueden escribir de la siguiente
manera

Problema: f:R?> =R, f(x1,X2) =X — X>.
Algoritmo: f:R —R,  f(x1,x2) = fl(x1) © flix2).

Por el axioma fundamental de la aritmética de punto flotante

SOx1, x2) = (flixy) — flx2))1 + €3)
=(x1(1+€1) —x201 +€2))(1 + €3)
= X1(1 + € +t€3+ 6163) — Xz(l + € +€3+ 6263)

= x1(1 + €4) — x2(1 + €5)

=X — X
= f(x1,%2),
donde |€e4], |€5| < 2€maq +©(e§,mq). Ademas x;, x» satisfacen
X1 —x X — X
g = G(Emaq), M = G(Emaq)-
|x1] |x2|

Analogamente, se puede verificar que los algoritmos &, ®, @ son todos
estables en atraso.

En forma analoga también mostrarse que el producto interno de
dos vectores xTy, x, y € R" es estable en atraso.

El producto externo xy! € R"*X es estable, pero no estable
regresivo, pues A = xyT es una matriz de rango 1 exactamente, y
A, la matriz calculada no puede generalmente escribirse en la forma
(x + 5x)(y + 6y)T, pues muy probablementese se obtendria una matriz
de rango mayor a 1.

El uso del polinomio caracteristico p(x) = det[A — AI] para calcular
los valores propios de una matriz A es un algoritmo inestable. De
hecho, anteriormente hemos encontrado que el calculo de raices de un
polinomio es un problema mal condicionado.

2.2.6. Precision de un algoritmo estable regresivo. Supongase
que tenemos un algoritmo f para un problema f que es estable
regresivo. El resultado proporcionado por el algoritmo f sera adecuado,
o preciso? La respuesta depende de si el problema f es bién o mal
condicionado, es decir, depende del nimero de condicion K = K(x) de
f- Si K(x) es pequefio, los resultados seran precisos en sentido relativo,
pero si K(x) es grande el error crecera proporcionalmente:

Analisis: El error relativo se define por

| F(0) — f)|
| f0|
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Como el algoritmo se supone estable regresivo, entonces

Ff(x) = f(x) para algin X tal que ”56|xX| = O(€maq).
Por lo tanto
1760 — fll _ £ — fll _ [5G _ s, 16]
- N K(x)=—+ = K(x)0(€maq)-
Es decir ||f( ' s
xX)— J(x
o = KX)0€maq), 2.10
o) = KeEmad) (2.10)

y el error crece proporcionalmente a K(x) en términos del €,,44.

El proceso que hemos seguido en el anterior analisis es conocido
como andlisis del error en atraso. Se obtiene una estimacion del error
en dos pasos: en el primer paso se investiga la condicion del problema;
en el segundo paso se investigar la estabilidad del algoritmo. Podemos
entonces concluir que si el algortimo es estable, entonces la precision
final refleja el numero de condicion. Es decir, el mejor algoritmo para la
mayoria de los problemas no produce mejores resultados que calcular
la solucién exacta para datos ligeramente perturbados.

3K(x) = sups, (Pl /el

LFeOl = ix






Capitulo

Solucion de Sistemas de Ecuaciones
Lineales

Uno de los problemas mas frecuentes encontrados en la com-
putacion cientifica es el de la solucion de sistemas de ecuacio-
nes algebraicas lineales. Este problema consiste en encontrar x =
(x1,%2,...,xn)T € R" tal que Ax = b, donde A es una matriz de n x n
y b= (b, by,...,by)T € R" son dados. Este problema es muy frecuente
en muchas de las aplicaciones de la matematica, ciencias e ingenieria.
Algunos ejemplos son el ajuste de datos, problemas de optimizacion,
aproximacion de ecuaciones diferenciales y de ecuaciones integrales.
En el presente estudio, salvo en la tltima seccién de este capitulo, sélo
consideraremos sistemas de ecuaciones lineales cuadrados que tengan
solucién tnica. Algunas de las condiciones mas comunmente conocidas
para que el sistema Ax = b tenga solucién tnica son:

(1) A es una matriz no-singulag (invertiple)
(2) La Uinica solucionde Ax =0es x =0
(3) det(A) #0.

3.1. Eliminaciéon de Gauss

El método mas conocido (y, en muchos casos, el mas popular)
para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas lineales es el método
de eliminacion de Gauss. La idea basica de este método consiste en
manipular las ecuaciones por medio de operaciones elementales para
tranformar el sistema original en un sistema equivalente que sea mas
sencillo de resolver. Las operaciones elementales en la eliminaciéon de
Gauss son tres:

(1) Multiplicacion de una ecuacién por una constante no cero.
(2) Sustracciéon del multiplo de una ecuacién de otra ecuacion.
(3) Intercambio de ecuaciones.

Si alguna de estas operaciones se aplican a algin sistema de ecuaciones
el sistema obtenido sera equivalente al original. Lo mismo sucede
cuando se realiza una cadena de estas operaciones. Nuestro objetivo

31
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es resolver el sistema Ax = b, donde A = (aij), 1 < i,j < n,
b =(by,bs,...,b,)T, que en forma explicita es:

A11X1 +A12X2 + -+ A1pnXn = by

a1 X1 +agpXy+---+dadryuyXy = bz

A1 X1+ A Xp + -+ AunXn = by

Si a este sistema le llamamos AVx = BY), para indicar el estado original
del sistema, entonces el proceso de eliminacon de Gauss es como se
muestra a continuacion:

1°T Paso de eliminacién. Si al) # 0, podemos eliminar la incognita
x1 de las demas ecuaciones. El paso tipico es restar de la i—ésima
ecuacion (i =1, 2,...,n) la primera multiplicada por

mi = m/a(” i=2,3,...,m

A mj; se le denomina multiplicador asociado a la i—ésima ecuacion en
el primer paso de eliminacion. Después de realizar esta operacion la
i—ésima ecuacion tendra nuevos coeficientes a(Z) y bf) cuyos valores
son:

OL(-Z) =0

@ _ 0 (1)

— mij alj
b(Z) b(l) my b(ll)

a;j =a; paraj=2,3,...,n

Haciendo lo anterior para cadarengloni = 2, ..., n, obtenemos el nuevo
sistema A®Px = b® que es:
a(lll)xl + a(112)x2 +o a(lly{xn = b(ll)

) @, _ 1,
AyyXo + -+ + Ay, Xn = by

f%xz +et a%xn = b(,f)

Nota. Observese que si se va a resolver computacionalmente el
problema, para almacenar los coefecientes a;; y b;, podemos escribir
sobre los a“) los nuevos a(2) justamente calculados. Podemos almacenar
también los multlphcadores m;; en donde teniamos los coeficientes

(111), y recordando que todos los elementos debajo de la diagonal de
la primera columna de A® son realmente cero. Mas adelante veremos

porqué es util almacenar los multiplicadores.
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2° paso de eliminacion. En este paso el objetivo es eliminar la
incognita x, de la tercera ecuacion a la dltima ecuacion. Si a) # 0,
primero se calculan los multiplicadores
2, )
mip = a(iz)/agz), i=3,...,n.

Los nuevos coeficientes a(i;) y b(f) de la i-ésima ecuacion seran:

a -0
ag.) = a(ii.) — Mjp a<22j) paraj=3,...,n
b<ia) _ b(iZ) —mp b(22)
Haciendo esto para cada renglén i = 3,...,n, obtenemos el nuevo
sistema A®x = b® que es:
allx; +alxs +alixs +---+al)x, = bV

() (2) @ _ 1,2
AyyXo + Ay3 X3 + -+ + Ay, Xy = by

3) Gy _ 30
Ay3X3 + -+ ag, Xy = by

(3) (3)

—p®
Aya X3 + -+ AppXpn = by

Continuando de esta manera, y después de n — 1 pasos de eliminacion,
obtenemos un sistema triangular superior

1) 1) 1) @ (1)
Ay1X1 +AX2 +Ay3X3 + -+ Ay, Xn = by

a(222)x2 + a(223)x3 +oeet a(fy)lxn = b(ZZ)

a%?xg +. 4 a(33,)lxn = b(33)

a™ x, = bW

que dontaremos por A®x = b™. El proceso anterior se termina
sin problemas siempre y cuando ninguno de los coeficientes a(lll),
as,,...,al™, denominados pivotes, sea cero. Cuando se realiza
computacionalmente este procedimiento la matriz se rescribe en
forma sucesiva, en cada paso de eliminacion, almacenando los nuevos
coeficientes a(i’;) y los correspondientes multiplicadores m;; en los
lugares asociados a las variables eliminadas. Al término del proceso
de eliminacion obtenemos un sistema triangular superior Ux = b
(donde U = A™, b = b™) el cual es equivalente al sistema original,
es decir este nuevo sistema tiene exactamente la misma soluciéon que

el sistema original. Sin embargo, este nuevo sistema puede resolverse
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muy facilmente por medio de la técnica de sustitucion hacia atras 6
sustitucion regresiva:

Xpn = bn/ann

n
x;=(b; — E aijxj)/aii, i=n—-1,n-2,...,1
J=i+1

en donde hemos suprimido los superindices para simplificar la no-
tacion. Entonces, suponiendo que en el proceso de eliminacion ninguno
de los pivotes a(i‘i) es cero, el algoritmo de eliminacion de Gauss puede
escribirse de la siguiente manera:

Algoritmo de eliminacion de Gauss

Dados los coeficientes a;; de la matriz A, y los coeficientes b; de b

Para k=1,2,....,n—1 /*Pasos de eliminacion*/
Para i=k+1,...,n
m = ai/ak /*Multiplicador asociado al renglon i*/
Para j=k+1,...,n
. aij = aij—makj
bl' = bi — mbk
Xn=Dbnlann /*Sustitucion regresiva*/
Para i=n—-1,n-2,...,1
Xi = bl’
Para j=i+1,...,n
. Xi = xi—aijxj
Xi = Xilaii

EjempLO 3.1.1. Dada la matriz A y el vector b

2 1 1 0 1
4 3 3 1 8
A= 8 7 9 5|’ b= 30
6 7 9 8 41

aplicar el método de eliminacion de Gauss para calcular la solucién del
sistema A x = b. La solucion exacta de este sistema es x = (-1, 2, 1, 3)7.

Solucion. En la practica, para aplicar el método de eliminacion de
Gauss, es util escribir solo los coeficientes de la matriz A en el lado
izquierdo y los del vector b en el lado derecho, sin incluir las incognitas.
Entonces, el sistema inicial se puede escribir de la siguiente manera:

2110 |1

4 331 | 8

Dy — H1) .
ATx=b7: 8 795 | 30
6 7 9 8 | 41
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El proceso de eliminacion de Gauss se muestra a continuacion:

1€ paso de eliminacion. Pivote: a;; = 2.

Multiplicadores:
2° renglon: mo, = q21 _ 4 =2
al 2
3% renglon: mgs; = a1 _ 8 =4
’ an 2
4° renglon: My = aa 6 =3
ann 2

Entonces,
restamos del segundo renglon el primero multiplicado por m,; = 2,
restamos del tercer renglon el primero multiplicado por m3; = 4,
restamos del cuarto renglon el primero multiplicado por n14; = 3,

con lo cual obtenemos:

21 10 1
1 1 1 6
@y — 2 -
ATx=b 355 | 26
4 6 8 38
2° paso de eliminacién. Pivote: a,; = 1.
Multiplicadores:
, as 3
3¢ renglon: mszp = —= = - =3
g 32 an 1
o , agp 4
4° renglon: myp=——=-—=4
ap? 1

Entonces
restamos del tercer renglon el segundo multiplicado por ms3, = 3,
restamos del cuarto renglon el segundo multiplicado por m4 = 4,
y se obtiene:

2110 1
1 1 1 6
By — H3) -
AP x =Db"¥) 2 o 8
2 4 14
3¢ paso de eliminacion. Pivote : as3 = 2.
Multiplicadores:
, as3 2
4° renglon: my3=—=-=1
g 43 as 2

Entonces, restando del cuarto renglon el tercero, pues my43 = 1, se
obtiene
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o1 1 0 1 2X1+ X2 + X3 =1
ADy = @ - 11 116 Xo+X3+ X4=06
2 2 8 2X3+2x4 =8

2 6

2X4=6

Sustitucion regresiva. En el sistema triangular superior obtenido
hacemos sustitucion regresiva para encontrar la solucién.

N
4=5=
X_8—2x4_8—6_
T2 T 2T
6—X3—X4 6—-—1-3
X2 = = =2
1 1
X_I—XZ—X3_1—2—]._ 1
! 2 -2

3.2. Factorizacion LU

En la seccion anterior hemos visto como el proceso de eliminacién
de Gauss transforma un sistema lineal completo en un sistema triangu-
lar superior por medio de la aplicacién de operaciones elementales de
eliminacién. Este proceso de eliminacién se puede interpretar desde un
punto de vista meramente matricial. Es decir, cada paso de eliminacién
se puede escribir en forma compacta por medio de la multiplicacién de
una matriz. Por ejemplo, para el sistema Ax = b con

2 1 1 0 1

4 3 3 1 8
A= 8§ 7 9 5|’ b= 30|

6 7 9 8 41

el primer paso de eliminaciéon se puede expresar multiplicando el
sistema por una matriz triangular inferior. Esta matriz triangular
inferior contiene unos en la diagonal y los multiplicadores con signo
contrario en sus posiciones correspondientes. El resultado se muestra
a continuacion

1 00 0 2110 1
210 0 01 1 1 6
Li=l_4 01 of = DbA=|g 3 5 5| L1b= x|
300 1 0 4 6 8 38

obteniendo la matriz y lado derecho al final del primer paso de
eliminaciéon. En forma analoga, el segundo paso de eliminacién equivale
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a premultiplicar el sistema anterior por la matriz triangular inferior (con
los multiplicadores correspondientes con signo contrario)

L, =

En este caso se obtiene

S = =

L, [1A =

S oo

0

1 0 00
0 1 00
0 -3 1 0
0 -4 0 1
10 1
11 6
2 2| Lelab=g
2 4 14

Finalmente, el tercer paso de eliminacion equivale a premultiplicar el

ultimo sistema por la matriz

L3 =
obteniendo
2 1
0 1
L3, A = 0 0
00

1 0 0 O
01 0 O
00 1 O
00 -1 1
1 0 1
1 1 6
5 o> L3L,L1b = 8
0 2 6

Si denotamos esta ultima matriz triangular superior por U, y la matriz
L3;L,L, por L™!, entonces esta claro que

A=LU

El calculo de la matriz L es sencillo como veremos a continuacion.
Observese que L = (L3L,L;)~' = L;'L;'L;", y basta con calcular las
inversas de las matrices Ly, L, v L3. El calculo de estas inversas es

trivial. Por ejemplo

|
o
OO = O

Analogamente las inversas

-1

0
0
1
0

_o oo
W N =
OO ~=O
O = OO
o o O

de L, y L3 se obtienen simplemente

cambiando el signo de sus coeficientes debajo de la diagonal, y su
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producto es:

1 0 00
34 1 1

La cual es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, y con
los multiplicadores debajo de la diagonal. A esta matriz L se le conoce
como la matriz de multiplicadores. Podemos generalizar el resultado
anterior:

Factorizacion LU. Si en el proceso de eliminacién de Gauss ninguno de
los pivotes a” es cero, entonces la matriz A se puede factorizar en la forma
A = LU. La matriz L es triangular inferior con unos en la diagonal y con
los multiplicadores debajo de la diagonal. La matriz U es la matriz triangular
superior que se obtiene al final del proceso de eliminacién (U = A™)y contiene

los pivotes en la diagonal. Es decir,

(1 1) 1)
a ... Qan 1 au) a(12 ... “(m
az; ... dpn 121 1 a(zzz) P a(zzr)l
ani vee Apn lnl e ln(n—l) 1 a‘(l}l/L‘V)L

donde I;; = m;; para i > 1 son los multiplicadores que se obtienen en el
J J
proceso de eliminaci¥zn de Gauss.
(i)

Observacion. Como a;; # 0, entonces A es no singular y

n
det A = det(LU) = (det L)(det U) = (1)(H a(i?) = producto de los pivotes.

i=1

Solucion del sistema Ax = b utilizando la factorizaciéon LU. Sea
el sistema Ax = b con A € R™ ™ invertible, b € R". Supongase que ya
tenemos una factorizacion A = LU. Entonces, el sistema de ecuaciones
también puede escribirse en la forma LUx = b. Si hacemos Ux = Yy,
entonces Ly = b, y por lo tanto el sistema puede resolverse en dos
pasos:

(1) Se resuelve el sistema triangular inferior Ly = b utilizando
Sustitucion hacia adelante 6 progresiva:

y1 = by,

i—1
yizbi_zlijyjy i=2,...,7’l.
Jj=1
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(2) Una vez obtenido 7y del paso anterior, se resuelve el sistema
triangular superiorUx = 1y utilizando Sustitucion hacia atrds o
regresiva:

Xn = YnlAnn,
n
Xi=(yi—zuij)/uii, i=n—-1,n-2,...,1.
joitl

EiemprLO 3.2.1. Resolver el sistema del sistema de ecuaciones
anterior utilizando factorizacién LU.

Solucion. Del proceso de elminacion de Gaus obtenemos:

1 0 0 O 21 1 0 1
21 0 O 01 1 1 8
L=14 3 10 Y|o o2 2 7|3
3 411 0 0 0 2 41
Entonces, Ly = b es
1 0 0 0] |y 1
2.1 0 0Of [o2] |8
4 3 1 0] |¥3] |30
3 4 1 1| |y 41

y la solucion por susticion progresiva es
yi=1
V,=8—-2y1=8-2=6
y3=30—4y; —3y,=30—-4-18=8
ys=41—-3y1—4y, —y3=41-3-24-8=6
Luego Ux =y es

2 1 1 0f [x; 1
01 1 1 X2 6
0 0 2 2| |x3] |8
0 0 0 2| |x4 6
y la solucion por sustitucion regresiva es
x3=6/2=3

x3=(8—-2x4)/2=(8-6)/2=1
X2=(6—X3—X4)/1=(6—3—1)/1=2
X1=(1—X2—X3—0X4)/2=(1—2—1)/22—1

Por lo tanto, la solucién es la misma que la obtenida anteriormente.
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3.3. Inestabilidad del método de eliminaciéon de Gauss

El método de eliminaciéon de Gauss, como se ha presentado hasta
el momento, desafortunadamente no es un buen método practico
de proposito general para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Como veremos no es método estable regresivo. De hecho su posible
inestabilidad, en algunos casos, esta asociada a una dificultad muy
simple: para algunas matrices el método no funciona debido que se
corre el peligro de dividir por cero.

0 1
At
tiene rango completo (es invertible) y es bién condicionada, debido a
que

EiempLO 3.3.1. La matriz

1+
pA)=det(A —A)=—-AQ1 —-A)—1=A>—-A—1 :>2\1,2=T\@
_ | Amax| _ 1+5 _ 3-/5
|Amin‘ 1- \/§ 2
Sin embargo, el método de eliminacion de Gauss falla en el primer paso
debido a que el primer pivote es cero.

A simétrica = K(A) = cond(A) ~ 2.618.

Al introducir una pequena perturbacion en la matriz anterior se
revelan otras dificultades. Por ejemplo, supongase que aplicamos
eliminacién de Gauss a la matriz perturbada

A {10 20 1}
1 1
Ahora el método no fallard en el primer paso de eliminacién. En
este caso al segundo renglén le restamos el primero multiplicado por
1020 (pivote = 10~2%, multiplicador 1/1072° = 102%°). Suponiendo que
realizamos las anteriores operaciones en aritmética exacta, obtenemos
la factorizacion LU con

1 0 10720 1
LZLOm 1}’ Uz[ 0 1—1020}

Sin embargo, en aritmética de punto flotante IEEE de doble precision
CON €ygq = 2.224 x 1071, el numero 1 — 10%° no puede representarse
en forma exacta y es redondeado al nimero de punto flotante mas
cercano: En MATLAB, 1 —10%° = —102?°. Tomando en consideracion este
hecho las matrices de punto flotante seran

= 1 0 - 1020 1
T B
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las cuales son cercanas en sentido relativo a las matrices exactas L y U.
Esto significa que hemos calculado la factorizacion en forma estable.
Sin embargo, cuando multiplicamos L por U aparece un problema
inesperado: desgraciadamente A # LU, dado que

- 10720 1 - - 10720 1
Az{l 1} y LU:[l ol

La diferencia es el coeficiente a,, = 1 el cual es muy grande comparado
con el valor de la perturbacién 10~2°. Cuando intentamos resolver el
sistema Ax = b por medio de la factorizacion LUx = b aparece otro
problema: el resultado es muy diferente al exacto. Por ejemplo, con
b =(1,0)7 el sistema Ax = b es

Rt

y la solucion exacta es x = (—1, 1)7. Por otro lado, el sistema LUx=0b

es
10720 1] [x1] _[1
1 0_ X2 B _0 ’

La solucion en dos etapas de este sistema proporciona

P 1 0] _[1 1 1020\T
Ly=b: [1020 1] [yz_ = [0] = ¥=(1,-107)
- . 1020 1 x1 | 1 N

e [ 0 —1020} {xi =[—1020} v X%

lo cual muestra que la solucién de punto flotante X es muy diferente
a la solucién exacta x. Un analisis cuidadoso de lo que ocurre en este
ejemplo revela que la eliminacion de Gauss ha calculado la factorizacion
LU establemente (L es cercana a L y U es cercana a U), pero no ha
resuelto Ax = b establemente (X no es cercana a x). Una explicacion de
este fendmeno es que a pesar de que la factorizacion LU se ha hecho en
forma estable, esta factorizacion no es estable en atraso. Las siguientes
lineas muestran esta aseveracion:

f:RanHRan XR"XH, f(A)=LU

A—Alle 10720 —
| E ~ O(€maq) pEro f(A)# f(A),
Il 2
pues f(A) representa la factorizacion exacta de la matriz perturbada A,
es decir

FR)=LU = { 1 0} {1020 1

1020 1 0 1-10%0"
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y f(A) representa la factorizaciéon aproximada (de punto flotante) de la
matriz exacta, dentro de la computadora, es decir

~ -~ [ 1 0][1072 1

fA)=LU [1020 1} [ 1 —1020} )
En el caso general para matrices A de orden n x n con n grande,
la situacién empeora. El método de eliminaciéon de Gauss en no es
ni estable regresivo ni tampoco estable como algoritmo general para
encontrar factorizaciones del tipo LU. Ademas de esto, las normas de
las matrices triangulares L y U obtenidas pueden ser mucho mayores
que la norma de la matriz misma A, introduciendo fuentes adicionales
de inestabilidad en las faces de sustitucion progresiva y regresiva para
resolver los sistemas triangulares. En el ejemplo anterior

|Allc =2 mientras que ||L|joo =10*°+1 y ||U]s = 10%° —1,

lo cual muestra que,efectivamente, las normas de los factores L y U son
desproporcionalmente mayores que la de la matriz dada. A.

3.4. Técnicas de pivoteo

Si bién no podemos eliminar la inestabilidad completamente, si
podemos controlarla permutando el orden de los renglones y columnas
de la matriz del sistema de ecuaciones. A esta técnica se le conoce
como pivoteo y ha sido usada desde la aparicion de las computadoras
(alrededor de 1950). El proposito del pivoteo es asegurar que los
factores L y U no sean tan grandes comparados con la matriz A. Siempre
que las cantidades que aparecen en la eliminacién sean manejables, los
errores de redondeo se mantendran controlados y el algoritmo sera
estable regresivo.

3.4.1. Pivoteo completo. La idea es la siguiente: en el k—ésimo
paso de eliminacion debemos escoger un pivote, de entre los coefi-
cientes del subsistema con matriz (para simplificar la exposicion los
superindices se han suprimido)

Ak, Akl ---  Akn
Ak+1,k Ak+1,k+1 -+ Aksln
Ak:n,k:n)= .
An k An k+1 oo Ann

y este pivote no necesariamente es ayj como lo hemos considerado
hasta ahora. Con el objeto de controlar el crecimiento de los coeficientes
en las matrices de factorizacion L y U es conveniente escoger como
pivote a aquel coeficiente que tiene valor absoluto maximo:

la| = max |aij| = |aum|.
k<i,j<n
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Hecho esto se procede a hacer el intercambio del renglon k con el
rengléon [, y de la columna k con la columna m, y se continua la
eliminacién en la forma usual calculando los multiplicadores y los
nuevos coeficientes. Los multiplicadores que se obtienen son tales que
Mig = ik <1, i=k+1,...,n
|al

y, en consecuencia, ninguno de los coeficientes de la matriz L al final
del proceso de eliminacion (6 factorizacion) sera mayor a uno.

A la anterior estrategia se le denomina pivoteo completo. Sin
embargo, esta estrategia en muy poco usada por dos razones:

(1) En el paso k hay (n — k + 1)? posibilidades para buscar el maximo,
y el costo para seleccionar los pivotes en los n — 1 pasos de
eliminacién implica O(n3) operaciones, lo cual es excesivo.

(2) Hay que darle seguimiento al intercambio de renglones y columas.

3.4.2. Pivoteo parcial. En la practica, es posible encontrar pivotes
tan utiles como los encontrados con pivoteo completo realizando un
mucho menor nimero de operaciones de busqueda. El método mas
comun se denomina pivoteo parcial. En esta estrategia se intercambia
solamente dos renglones en cada paso de eliminacién. Asi, en el
k—ésimo paso de eliminacion se escoge como pivote

lal = max [a| = |aw]
k<i<n

y se intercambian los renglones k y . En este caso hay n — k + 1
posibilidades para el pivoteo en el k—ésimo paso, y por lo tanto el
numero de operaciones de busqueda en todo el proceso de eliminacién
es en total O(n?) (en realidad n(n — 1)/2).

Como es usual con otras operaciones en el algebra lineal numérica,
el intercambio de renglones puede expresarse por medio de un
producto de matrices. Como vimos anteriormente un paso de
eliminacion corresponde a la multiplicacién izquierda por una matriz
triangular inferior L, en el k—ésimo paso. El pivoteo parcial complica
un poco mas el proceso pues ahora es necesario multiplicar por una
matriz de permutacion Py por la izquierda antes de cada eliminacion.

Matrices de permutacion. Una matriz de permutacion es una
matriz con ceros en todos lados excepto por un coeficiente 1 en cada
renglon y columna. Por ejemplo

S o~ O
SO oo+
— o O O
O = OO
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tiene un solo 1 en cada renglén y columna, y en todas las demas
entradas tiene ceros. Cualquier matriz de permutacién es el producto
de matrices de permutacion elemental. Una matriz de permutacion
elemental se obtiene de la matriz identidad permutando dos de sus
renglones (o dos de sus columnas) solamente. Por ejemplo, las matrices

0100 100 0
100 0 0100
Pu=1y 0 1 o Yoo Pu=|yg o 01
00 0 1 0010

son matrices de permutacion elementales que se obtienen de la matriz
identidad en R*** permutando los renglones (0 columnas) 1 y 2, y
permutando los renglones (6 columnas) 3 y 4 respectivamente. La
matriz de permutacién P dada un poco mas arriba se puede expresar
como el producto de estas dos matrices, pues

P = P3P34 = P34 Pr>.

Dada cualquier matriz A € R**4, el producto P;»A intercambia los
renglones 1 y 2 de la matriz A, y el producto AP;, intercambia las
columnas 1y 2 de la matriz A

0 1 0 0] [an a2 a1z aus ax Az dzz A
PioA = 1 0 0 0| [ax a2 axs axa|_|an a2 a3z du
0 0 1 0f |as1 asx as3 ass asy Az dsz Aass
10 0 0 1] |an a4 a4z Aus| |[Aq1 Qa2 A4z A4
an ar a3 aus| |01 0 0 aip an a3 s
APy, = |21 @22 Az axn I 00 0] _|ax axn axs ax
as azx asy as| |0 0 1 0 asy az dasz Aass
(@41 As2 Asz asgs] |0 0 0 1] |as asn dsz Ass]

3.4.3. Factorizacion LU con pivoteo parcial. Tomando en cuenta
el intercambio de renglones en cada paso para realizar el pivoteo
parcial, encontramos que, para una matriz no--singular A € R"*",
al término de los n — 1 pasos de eliminacién se obtiene la siguiente
factorizacon

Ly, 1Py _1---LoP, L PiA="U.

El siguiente ejemplo ilustra esta aseveracion.

EjEmPLO 3.4.1. Encontrar la factorizacion LU con pivoteo parcial
para la matriz

— A(l)

S 0 N
NN W =
© © W =
® vl = O
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Solucion.

1¢" paso de eliminacion: Claramente el pivote debe ser 8 y hay que
intercambiar los renglones 1y 3

0 01 0/f2 1 1 0O 8 7 9 5
PA 0 1 0 0[(4 3 3 1| |4 3 3 1
711 0 0 o0[[8 7 9 5[ [2110
0O 00 1/]1|6 7 9 8 6 7 9 8
los multiplicadores son: my; = — = ! ms; = 2 _1 m 6_3
p . 21_8_2’ 31_8_4' 41—8—4-
Luego
! 0 0 0| (8 7 9 5
_[-1/2 1 0 0| |4 3 3 1
LibA= —-1/4 0 1 O[22 1 1 0
|-3/4 0 0 1] (6 7 9 8
(8 7 9 5
{0 —1/2 -3/2 -=3/2 e
~ |0 —-3/4 —-5/4 -5/4
10 7/4 9/4 17/4

2° paso de eliminacion: Ahora el pivote (para el subsistema 3 x 3) es
7/4, debemos intercambiar los renglones 2 y 4

1 00 0][8
0 0 0 1} 1|0
PLibA= 16 o 1 o |o
0 1 0 0] [0
8 7 9
o 7/4 9/4
|0 —-3/4 -—5/4
0 —1/2 —3/2

los multiplicadores ahora son: ms, =

Asi que

L,P,LP1A = 3/7

217

SO O OO O

7/4

O = OO

0
0
0
1

9
9/4
—2/7
—6/7

7 9
—1/2 —3/2
~3/4 —5/4

7/4  9/4

5
17/4
—5/4
~3/2

—3/4_ 3
7/4 7T
8 7 9
0 7/4 9/4
0 —3/4 —5/4
0 —-1/2 -3/2
5
17/4| .
a7 | =4
—2/7

5

-3/2
—5/4

17/4

—-1/2

7/4 7
5

17/4

—5/4

~3/2
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3¢T paso de eliminacion: El pivote (para el subsistema 2 x 2) es —6/7.
Entonces, intercambiamos los renglones 3 y 4

1 0 0 0|8 7 9 5

0 7/4 9/4 17/4
0 0 =2/7 4)7
0 0 -—-6/7 =2/7

P3LoP>L P A = 8
0
8 7 9 5
0
0
0

0
0
1

S = O

1
0
0

7/4 9/4 17/4
0 -—-6/7 =2/7
0 =2/7 4/7

=2/7 1
El multiplicador es my3 = z2/7 = —. Finalmente
—-6/7 3
1 0 0 o] |8 7 9 5
10 1 0 0| |0 7/4 9/4 17/4
LsPsloaP2liPid=10 o 1 ol Jo 0 —6/7 —2/7
0 0 -1/3 1] |0 O =2/7 4/7
8 7 9 5
|0 7/4 9/4 17/4 _U
o 0 —-6/7 =2/7|
0 0 0 2/3

En el anterior ejemplo hemos encontrado entonces que
L3P3L,P,L1P1A =U.

Con un poco mas de trabajo podemos reescribir esta ultima igualdad
en forma mas adecuada. Para ello, definimos

t=L3, Ly=P3LoP;', Ly =P;PL1P, Py

Se puede verificar directamente que estas ultimas matrices son trian-
gulares inferiores y que L;L5L] P3P,Py = L3P3L,P, L, P;. Por lo tanto

LLLLL! PsPoPA = UL
Entonces, podemos escribir
PA=LU con P=P;P,P;, L=(L4L5L5)7"

Un calculo directo muestra que

0 01 O 1 0 0 O
p- 0 0 0 1 - 3/4 1 0 O
01 0 0}’ 1/2 =2/7 1 O
1 0 0 O 1/4 -3/7 1/3 1

La matriz U ya se calcul6 al término del proceso de eliminacién.
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La anterior factorizacion, se denomina la factorizacion LU de la
matriz A con estrategia de pivoteo simple o parcial. Por supuesto la
factorizacién LU corresponde, estrictamente hablando, no a A sino a
una permutacion de la matriz A, a saber PA. Este algoritmo se muestra
a continuacion:

Algoritmo de factorizacion LU con pivoteo parcial. Dados los
coeficientes a;; de A y los coeficientes b; de b

Para k=1,2,...,.n—-1
Encontrar p > k tal que |ayx| = MaxXg<i<n |Aix]|
Intercambiar los renglones py k (si p # k)
Si |akk| = 0, salir: “la matriz es singular”
Sino, hacer parai=k+1,...,n
m = aix/agk
para j=k+1,...,n
. ajj = ajj — Mdag;
bi = bl' — mbk

3.5. Calculo de la inversa de una matriz

Dada la matriz A € R™ "™ no singular, el calculo de su inversa
en forma aproximada se puede encontrar resolviendo n sistemas de
ecuaciones lineales por medio del método de eliminacién de Gauss con
pivoteo parcial, como se indica a continuacion:

Sea A~ = [%,%,,...,%,], donde X; € R" es el i-ésimo vector
columna de A1, entonces

AATY = [AR, A%y, ... ARy =1 = [61,6),...,8,)

donde é; = (0,...,1,...,0)T es el vector columna con 1 en el i-ésimo
lugar y 0 en las demas entradas. Luego la igualdad se cumple si
A)?i=éi, i=1,2,...,1’L.

Resolviendo este conjunto de sistema de ecuaciones lineales, encon-
tramos los vectores columna X; de la matriz inversa A~!'. Como los
n sistemas de ecuaciones lineales tienen la misma matriz, se puede
aplicar eliminacién con pivoteo con lado derecho é, é-, ..., é, en forma
simultanea.

[AIl]l. — eliminacion con pivoteo —  [U|J]

donde I es la matriz identidad y U es una matriz triangular superior. La
inversa se obtiene resolviendo por sustitucion regresiva los sistemas

UXi = Ji
donde j; son los vectores columna de la matriz J, y los %; los vectores
solucion, es decir, los vectores columna de A~ L.
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3.6. Estabilidad del método de eliminacién de Gauss con pivoteo

El método de eliminacion de Gauss con pivoteo parcial es inestable
para ciertas matrices (un nimero pequeio en realidad), pero estable en
la practica (es decir, en la gran mayoria de los problemas que aparecen
en la aplicaciones). El analisis de estabilidad de la eliminacion de
Gauss con pivoteo parcial es complicado y ha constituido un aspecto
de dificultad del analisis numeérico desde 1950. La inestabilidad de
la eliminacién de Gauss, con o sin pivoteo, puede aparecer si uno de
los factores L y U es grande comparado con la matriz A. Asi que el
proposito del pivoteo, desde el punto de vista de la estabilidad, es
asegurar que L y U no sean muy grandes. De tal manera que cuando las
cantidades intermedias en el proceso de eliminacion sean de tamano
manejable, los errores de redondeo seran pequenos, y el método sera
estable regresivo. Estas ideas se precisan en el siguiente teorema que
se establece para la eliminacién de Gauss sin pivoteo, pero también
puede aplicarse al caso con pivoteo si A representa la matriz original
con renglones y columnas permutadas adecuadamente.

TEOREMA 3.6.1. Si A € R™ ™" tiene una factorizacion LU y esta se
realiza utilizando eliminacion de Gauss sin pivoteo en una computadora
que satisface el axioma fundamental de la aritmética de punto flotante,
entonces las matrices L, U satisfacen

LU=A+8A con m = 0(€maq) para alguna SA € R™",
Aclaracion: Observese que el denominador es |L||||U|| y no ||A|| en
la expresion de arriba. Si ||L||||U| fuera de tamafio comparable con
[|A]l (|L||||U]| = O(]|A]))) entonces la eliminacion de Gauss es un método
estable regresivo. Si por el contrario, ||L||||[U]| > O(]|A]]) entonces el
algoritmo es inestable.

Crecimiento de factores. Consideremos ahora el caso de la elim-
inacién de Gauss con pivoteo parcial. En este caso se obtiene que la
matriz de multiplicadores L tiene entradas que son menores o iguales
a 1 en valor absoluto, es decir, ||L|| = 0(1) en cualquier norma matricial
| - || Por lo tanto

I5AI_ 15A]

Loyl

De aqui que en este caso se concluye que el algoritmo es estable
regresivo si ||U|| = O(||Al}). Para que la norma de U sea comparable
con la norma de A basta que los coeficientes de U no sean mucho
mayores que los de A. Es decir, hay que considerar como se amplifica
los coeficientes al reducir A a la matriz U en el proceso de eliminacion.

= @(emaq)-
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En particular, sea
max \uij\

 max|a;j|
el factor de crecimiento. Si p es de orden 1, entonces no hay mucho
crecimiento, y el proceso de eliminacion es estable. Por otro lado
si p es mucho mayor que 0(1), entonces podemos esperar que haya
inestabilidad en el proceso de eliminacion. Observese que si p = 0(1),
entonces de la igualdad anterior se tiene ||U|| = O(p(||A]|)). Esto se
resume en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.6.2. Supongase que la factorizacion PA = LU se lleva
a cabo por medio de eliminacion de Gauss con pivoteo parcial en una
computadora que satisface el axioma fundamental de la aritmética de
punto flotante. Entonces las matrices calculadas P, L y U satisfacen

R 0A

LU =PA+5A con ”AW” = 0(p €maq)
para alguna 6A € R"*". Asimismo la eliminacion Gaussiana es un
método estable regresivo si p = O(1) uniformemente sobre todas las
matrices en R"*", y no lo es en caso contrario.

El peor caso de inestabilidad. Considere la matriz

1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
A=|-1 -1 1 0 1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1

Al aplicar el método de eliminacion de Gauss se tiene

1 0 0 0 1
01 0 0 2
U=(0 0 1 0 4
0 0 01 8

0 0 0 0 16

Al hacer los calculos detallados el lector puede convencerse que no se
hace intercambio de renglones aiin y cuando se aplique pivoteo parcial.
max |uij| _ E = 04
méx [a;| 1 )
Por otro lado, para la matriz analoga de orden n x n el factor de
crecimiento al hacer eliminacion de Gauss es p = 2"~!. Asi que, de
acuerdo al teorema anterior, tendriamos

LU=PA+8A con ||TZ‘|” = 0(P€mag) = 02" €maq)-

En esta matriz 5 x 5, el factor de crecimiento es p =
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Este resutlado implica que habria una perdida de n — 1 bits de precision
al hacer eliminacion de Gauss con pivoteo, lo cual es intolerable para
calculos practicos a medida que el tamano n del sistema aumenta.
En realidad este es un ejemplo extremo puramente acdémico, y, para
nuestra tranquilidad, la gran mayoria de las matrices que aparecen
como resultado de problemas practicos no exhiben este tipo de
comportamiento. De hecho, en 50 afios de computacion, no se ha visto
que aparezcan, bajo circunstancias naturales, problemas matriciales
que exhiben una inestabilidad tan dramatica.

3.7. Método de Factorizacion de Choleski

Para matrices simétricas y definidas positivas el proceso de
eliminacén de Gauss, y por tanto la factorizacion LU, puede realizarse
en forma mas eficiente por medio de una variante denomidada
factorizacion de Choleski. Este algorimto opera en el lado izquierdo
y derecho de la matriz explotando la simetria. Este algoritmo
descompone las matrices simétrica y definidas positivas en factores
triangulares haciendo la mitad de las operaciones que las necesarias
para matrices generales.

3.7.1. Matrices definidas positivas. Una matriz A € R™"*" se dice
que es definida positiva si xT Ax > 0 para todo x € R" con x # 0.

Si A es una matriz definida positiva, algunas de sus propiedades
importantes son:

(1) A esno singular.
(2) Los valores propios de A son todos reales y positivos.
(3) El determinante de la matriz A y de cada uno de sus n menores.

ap; - Ak
Al:k1:k)=| : L
Ay - Agk
k=1,...,n, es siempre mayor a cero.
(4) Cualquier submatriz principal de A de la forma A(1 : k,1: k) 6 de
la forma
A -+ Agn
Ak:n,k:n)= : I
Ank **° Ann
k=1,...,n, es definida positiva.

(5) Cada uno de los pivotes obtenidos en el poceso de eliminacion de
Gauss aplicado a la matriz A es mayor a cero.
Se deja al lector verificar las propiedades 3 y 5. Aqui verificaremos el
resto de las propiedades.
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Verificacion de la propiedad 1. La propiedad 1 es consecuencia
directa de la propiedad 3.

Verificacion de la propiedad 2. Si A es un valor propio de A € R"*"
y x € R" es el vector propio correspondiente, entonces x 0y

xTAx = xTax = Al|x|)?

asi que
T
A
A= d f > 0.
[l
Verificacion de la propiedad 4. Para todo x =[x ..., x;]T € R¥ se
tiene
]
X1 :
ety XA K T2 R) | 2 | =[x, %0000, 004 || >0,
Xk
L 0 -

por ser A definida positiva. Por lo tanto la submatriz A(1 : k,1 : k) es
definida positiva. En forma analoga se puede verificar que la submatriz
A(k : n, k : n) es definida positiva si A lo es.

3.7.2. Factorizacion de Choleski. Sea A € R"*" una matriz
simétrica y definida positiva. Nuestro proposito es descomponer esta
matriz en factores triangulares explotando las propiedades de la ma-
triz. Con el objeto de simplificar la exposicion primero realizaremos
un paso de eliminacién para el caso especial en el que a,; = 1, es decir
cuando la matriz es de la forma

1 wy ... wy
w3
A=
AR:n,2:n)
Wy
donde w», = aqp, w3 = aiz,..., Wy = a1, Yy A2 : n,2 : n) es la

submatriz principal inferior de orden n — 1. Al realizar el primer paso
de eliminacién sin pivoteo en forma matricial obtenemos

1 Wy ... Wy 1 0 ... 0 1 wy ... wy
w»? w? 1 ... 0 0

AQR:n,2:n) : I : M,
[ w, 0 ... 1| |0

A=

=L,A",
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donde w>,, ws,...,w, son los multiplicadores y M, = A2 : n,2 :
n) — ww? con ww? el producto externo dado por

w WrW2 ... WrWy
2 w3wWy2 ... W3Wy
F | [wo W] =

© . .
" WpWr ... WpWy

Al término del primer paso de eliminacién se inducen ceros en la
primera columna, pero quisieramos mantener simetria. Observese que
la matriz A no es simétrica ain y cuando M, lo es. Para obtener
simetria, procedemos en forma analoga haciendo eliminacion derecha
en el primer renglon de AW (sustraccion de multiplos de la primera
columna de la restante columna). Obtenemos

1 0 ... 0|1 O ... O 1 wy ... wy
wy, 1 ... 0f |0 o 1 ... O
A= .
. M>
wy 0 1|10 0 O 1
= Ly AW L{

Observe que la matriz A" ahora si es simétrica, dado que M, los es.
La idea de la factorizacion de Choleski es continuar este proceso con la
submatriz AV y asi sucesivamente hasta obtener una matriz identidad
en el ultimo paso de eliminacién simétrica.

Queremos extender el anterior proceso para el caso en que la
matriz A definida positiva sea tal que a;; > 0 en lugar de a;; = 1. La
generalizacion se obtiene ajustando algunos elementos de las matrices
L, por un factor \/a;;. Concretamente, si

aj;; o e Wp
w3
A=
A2 :n,2:n)
Wn
entonces
vair 0 ... 0 w w
W 010...0\/0111\/%...\/%
Ao | VA 0 0 1 .0
: R M,
Wn 0
0o ... 1 0 0 1
Van
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donde

wwT

M, =A2:n,2:n) —

an

La matriz AV es simétrica, pues las submatrices A2 : 11, 2: 1) y wa_)j

lo son. Ademas A" también es definida positiva, pues six € R", x # 0,
—

entonces y = (Ll_l)Tx # 0 dado que L ! es no singular y, por lo tanto

xTAWx = xTL7P ALY X = yTAy > 0
Volviendo a aplicar el mismo procedimiento a AV se obtiene
A=LLAYLIL]

donde

1 0 ... O

. 0o 1 ...
A@ —

: K |’

0 0
con K matriz simétrica y definida positiva. Luego, el proceso puede
continuarse en forma sucesiva (pues todas las submatrices K son
definidas positivas y simétricas) hasta obtener

A=LLy...L,ILILT .. .LT.
— —
L LT
Lo anterior se resume en el siguiente resultado

TEOREMA 3.7.1. Cualquier matriz A € R"*" simétrica y definida
positiva tiene una unica factorizacion de Choleski A = LLT, donde L es
una matriz triangular inferior no singular.

Nota: Dado que LT = U es una matriz triangular superior, también
podemos escribir A = UTU

3.7.3. El algoritmo de Choleski. Cuando el algoritmo de Choleski
se programa so6lo se necesita almacenar la parte triangular superior
de A 6 bién la parte triangular inferior. Esta simplificaciéon permite
reducir el nimero de operaciones a la mitad para lograr la factorizacion
A = LLT. El algortimo se puede construir realizando comparacion de
los coeficientes:

Sean A = (aij)i<i,j<n CON aij = aji, ¥ L = (Lijh<i, j<n con b # 0,
i=1,...,nyl;j=0sij> i. Comparando los coeficientes en la ecuacion
matricial A = LLT, se obtiene

a;; = (i-ésimo renglén de L) x (i-ésima columna de LD,
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es decir
i i1
2 2
ai = E Lixlix = E L + L.
k=1 k=1

Por lo tanto

RNV
lii=<aii—2l§k> i=1,...,n.
k=1

Analogamente
min(i, j)
aij = (i-ésimo renglon de L) x (j-ésima columna de LT = Z Lixljk.
k=1

Considerando el caso i > j:

J J-1
aij= Z likljk = Z likljk + li.fljj’
k=1 k=1

entonces
-1
aij — ) - Liljx

lij= ] i=j+1,...,n.
Jj

Obervese que en este método no hay intercambio de renglones o
pivoteo. A continuacion se muestra el algoritmo de factorizacion de

Choleski.

Algoritmo
L1 = an
Parai=2,...,n
ln=an/ln
Paraj=2,...,n—1

i1 \ 112
Ljj = (ajj = 2kar ljk)

Parai=j+1,...,n
Lij= (aij - likljk) ILjj
nel o )12
= (om0 B

EJEMPLO 3.7.2. Aplicar el algoritmo de Choleski para factorizar en
la forma A = LLT la siguiente matriz, que es simétrica definida positiva

4 —2 0 —4
2 10 3 2
A=lo 3 2 3

-4 2 3 29
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Solucion. La matriz es simétrica, y puede verificarse (calculando
sus valores propios) que es definida positiva. Entonces, aplicando
el algoritmo anterior obtenemos

Ly =+yan=v4=2

< 43 < 5 < -1
Iy = % = 0=

e

Lo = (@2 — 13)"% = (10 — (-1)})1/2 = 3

l3» = (az — I31101)/12 = 3 — (0)(—1))/3 =1

lyp = (@42 — Larlo1)/1p = (2 = (=2)(=1))/3 =0
133=(a33_l§1_152)1/2=(2_02 e
lyz = (a43 — Larlz — Laol3p) /133 = 3 — (—=2)(0) — (0)(1))/1 =3

lig = (ag — 13, — 13, — 132 = (29 — (=2)* =02 = 3%)1/2 =4

Luego la factorizacion de Choleski es

4 -2 0 -4 2 0 0 0]f2 -1 0 =2
-2 10 3 2| |-1 3 0 0|0 3 1 0
0 3 2 3 0 1 1 o0l|lo0 0o 1 3
-4 2 3 29 -2 0 3 4|0 0 0 4
A = L LT

3.7.4. Estabilidad del algoritmo de Choleski. Todas las sutilezas
que aparecen en el analisis de estabilidad de la eliminacion de Gauss
desparecen cuando se utiliza la factorizacion de Choleski. El algoritmo
de Choleski no utiliza ninguna técnica de pivoteo y siempre estable.
Podemos verificar esta aseveracion estimando el factor de crecimiento
p al hacer la factorizacion:

Sabemos que

i
2
ai =Y L,
k=1
y si suponemos que |l;| > 1, entonces
2 e P
lLik| < [lix]” < aiy < max |agj| Vi k.
1<i,j<n
Esto implica que

max |lik| < max |ail,-|.

Por lo tanto ’
_ max|ly|

Cméx|a;| T
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En consecuencia, el factor de crecimiento es 0(1), y el algoritmo siempre
es estable regresivo.



Capitulo

Problemas de minimos cuadrados
lineales. Factorizacion QR

El término “minimos cuadrados” describe un enfoque frecuente-
mente usado para resolver sistemas de ecuaciones sobredeterminados
6 especificados inexactamente en algiin sentido apropiado. En lugar de
resolver las ecuaciones exactamente, buscaremos solamente minimizar
la suma de los cuadrados de los residuales.

El criterio de minimos cuadrados tiene interpretaciones estadisticas
importantes. Si se hacen suposiciones probabilisticas apropiadas acerca
de la distribucion del error, el enfoque de minimos cuadrados produce
lo que se conoce como la estimacion de maxima verisimilitud de los
parametros. Apesar de que ciertas suposiciones probabilisticas no se
cumplan, durante afios se ha verificado que los métodos de minimos
cuadrados producen resultados tutiles.

4.1. Ajuste de curvas

Existen muchos problemas en las aplicaciones que pueden abor-
darse utilizando el enfoque de minimos cuadrados. Una fuente comun
que da origen a problemas de minimos cuadrados es el ajuste de curvas
a un conjunto de datos dados: Sea x una variable independiente y
sea y(x) una funcion desconocida de x la cual queremos aproximar.
Suponiendo que tenemos m observaciones

(leyl), (XZaJ’Z)a .. -!(Xm,ym)’

donde y; = ¥(x;),i=1, 2,...,m, la idea es modelar y(x) por medio de
una combinacién de n funciones base ¢1(x), ¢2(x),..., p,(x). Es decir,
suponer que la funciéon que se ajusta a los datos es una combinacion
lineal de la forma

Y(x) = c1p1(x) + Capa(x) + ... + Crpp(x)

en donde generalmente el nimero de funciones base n es menor que
el nimero de datos m. Es decir, m > n. Entonces, los datos deben
satisfacer de manera aproximada

V(xi) = cipr(xi) + capoalxi) + ...+ cnpnlxy), i=1,2,...,m.

57
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La ultima expresion constituye un sistema de m ecuaciones con n

incégnitas ¢y, ¢y, ..., Cy, que en forma matricial puede expresarse de la
siguiente manera:
b1(x1)  Palx1) ... Pulx) | [ b2
Pi(x2)  Palx2) ... Palxa) | |2 V2
: . . =1 .1, m=2n
P10cm)  Palxm) ... Pulxm) Cn Ym

A la matriz de este sistema A = (a;j) con a;; = ¢;(x;) se le denomina
matriz de diserio. Dado que m > n, entonces el sistema tiene
mas renglones (ecuaciones) que columnas (indégnitas). A este tipo de
sistemas se les denomina sobredeterminados y generalmente no tienen
solucion. Las funciones base ¢;(x), i = 1,...,n, pueden ser funciones
no lineales de x, pero los coeficientes y parametros c; aparecen en el
modelo en forma lineal cuando se trata de un ajuste lineal.

Dependiendo del problema particular y el objeto de estudio, las
funciones base ¢;(x) pueden escogerse de muchas maneras, e incluso
pueden depender de ciertos parametros. Algunas elecciones comunes
pueden ser, entre otras

e Polinomios: ¢;(x) = xi~ L.

Funciones racionales: ¢;(x) = x' ' /(&g + 01 x+- - -+ &1 x" 1), con
oo, ..., X,_1 parametros dados.
Exponenciales: ¢;(x) = e~*, con parametros de decaimiento A;.

X—H

2
e Gaussianas: ¢;(x) = e_( 7 ) , con medias y varianzas p;, o;.

parai=1,..., n. En el presente estudio solo consideraremos el estudio
de ajuste de datos por medio de polinomios.

4.2. Ajuste por medio de polinomios

4.2.1. Polinomio de interpolacion. Cuando se tienen m observa-
ciones (x1, ¥1), (X2, ¥2), ..., (Xm, Ym), Y se escogen funciones base poli-
nomiales ¢;(x) = x'~1,i=1,...,n, la curva de ajuste toma la forma

1

V(X)=c1+CX+--+cpx™ con m > n.

El caso particular en el que m = n da lugar al problema de encontrar
el polinomio de interpolacion. Es decir, suponiendo que los m puntos
son distintos nuestro problema consiste en encontrar el polinomio de
grado menor o igualam — 1

p(X) =C1 +CoX + -+ Cppx™ !

que interpola los puntos (xi,y1), (X2,¥2),...,(Xm, Ym), es decir,
p(x;) = ¥;, i = 1,..., m. El sistema de ecuaciones obtenido es un
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sistema cuadrado de la forma

2 m—1
1 x1 x1 ... xy 1 Y1
1 x2 x3 ... xP7 e Vo
1 2 m—1 c
Xm Xy .. X m Ym
A c = vy

que se denomina sistema cuadrado de Vandermonde. La matriz A del
sistema se denomina matriz de Vandermonde y es no-singular si los
puntos xi, Xo, ..., X;; son diferentes. De hecho puede demostrarse que

det(4) = [ J(xi — x5 #0

i>j

por ser los x;, i = 1,...,m, distintos. Por lo tanto, los coeficientes
C1, C2,...,Cm, SON Unicos si los puntos de interpolacion son todos
distintos.

EJEMPLO 4.2.1. Encontrar el polinomio de grado < 10 que interpola
los 11 puntos
x =-3.0,-2.0,-1.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0
y= 0.0, 0.0, 0.0,1.0,1.0,1.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0

Solucion. Podemos utilizar el ambiente MATLAB para construir la
matriz asociada de Vandermonde de orden 11 x 11

1 =3 (=32 ... (=3)°
1 =2 (=22 ... (=2)0
17 @ (7)10

Tambien puede observarse que la matriz esta mal condicionada pues
cond(A) ~ 10°, lo cual permite anticipar que debemos utilizar pivoteo
para resolver el sistema cuadrado de Vandermonde. Utilizando el
algorimto de factorizacién LU con pivoteo encontramos la siguiente
solucion aproximada (para los coeficientes del polinomio)
¢ =-—1.000000, —0.059524, —0.454683,0.761078, —0.112004,
0.072535, 0.005704, —0.005804, 0.000901, —0.000045.

La Figura 4.1 muestra los datos junto con la grafica del polinomio de
interpolacién calculado.

Observese que el ajuste no es satisfactorio pues, aunque la curva
7y = p(x) pasa por los puntos de interpolacion, cerca de los extremos
muestra oscilaciones fuertes. Estas oscilaciones son un artificio tipico
de cualquier proceso de interpolacién como veremos en el capitulo 4.
Este mal ajuste empeora si se utilizan mas puntos de interpolacion
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I ...."\/j I I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figure 4.1. Polinomio de interpolacién con || puntos.

como puede constatarse si en lugar de 11 puntos se usan 21 puntos de
interpolacion: los 11 puntos ya dados mas los 10 puntos intermedios
adicionales. Los valores de x y 7 en este caso son

x =-3.0,-2.5,-2.0,-1.5,-1.0,-0.5,0.0,0.5,1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0,
3.5, 4.0, 4.5, 5.0, 5.5, 6.0,6.5,7.0

y= 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.5,1.0,1.0,1.0,1.0,1.0,0.5,0.0,
0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0,0.0,0.0

La Figura 4.2 muestra la grafica del polinomio de interpolacién obtenido
con los 21 puntos.

Figure 4.2. Polinomio de interpolacién con 21 puntos.
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Como puede observarse la solucion no es buena, pero ilustra
lo que pasa si se aumenta el nimero de puntos de interpolacion:
las oscilaciones en los extremos son de mucho mayor magnitud.
Observese que el numero de condiciéon la matriz de Vandermonde
en este caso aumenta respecto de aquel en el caso anterior, pues ahora
cond(A) ~ 10'8. De hecho el proceso de interpolacion puede ser mal
condicionado (sensitivo a perturbaciones en los datos) si se utilizan
puntos igualmente espaciados como en los ejemplos anteriores. Para
evitar este problema se podrian utilizar los puntos de interpolacién
distribuidos en forma no uniforme. Sin embargo, en las aplicaciones
uno no puede escojer los puntos a modo.

4.2.2. Minimos cuadrados polinomiales. Sin cambiar los datos
podemos obtener mejores resultados reduciendo el orden del poli-
nomio. Dados los puntos (x1, ¥1),. .., (Xm, Ym), consideremos el poli-
nomio

n—1

pxX)=c1+CoxX+---+Cpx conn < m.

Este polinomio sera un ajuste de minimos cuadrados para los datos si
minimiza la suma de cuadrados

> (plxi) — ).
i=1

Es decir, para encontrar el ajuste de minimos cuadrados debemos

encontrar el vector de coeficientes ¢ = (ci,..., cy)’ que resuelve el
problema
n—1 2
1’1’111’1 Z(Cl FCoXi+ O XL — Y0

Esta suma de cuadrados es igual al cuadrado de la norma euclideana
del residual, ||7||3, para el sistema rectangular de Vandermonde:

1 2 n—1

X1 X1 e X C1 Y1
I x x5 ... x¥' e Vo
= , n<m,
1 2 n—1 c
——
A c y

es decir, r = Ac — . Entonces, el problema consiste en resolver

rgg,}\\Ac—sz

dados A de ordenm x ny y € R™ conm > n.
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4.3. Método de ecuaciones normales

;Como se puede resolver el problema anterior? Mas aun, jcomo
podemos resolver los problemas de minimos cuadrados en general?

A continuacion intentaremos dar respuesta a estas preguntas. Con
el objeto de hacer mas clara la exposicion cambiamos un poco la
notacion: denotamos por x a la incognita ¢, y por b el lado derecho
v, en el anterior problema. Asi pues, nuestro objetivo es encontrar el
punto Ax mas cercano al vector b, es decir el que minimiza la norma
del residual v = b — Ax.

4.3.1. Proyeccion ortogonal sobre el espacio imagen. La idea
principal para generar algoritmos que resuelvan el anterior problema
de minimizacién descansa en el concepto de proyeccion ortogonal. Si
denotamos por Im(A) al espacio imagen de A, y por

P:R™ — Im(A)

la proyeccion ortogonal que mapea R™ sobre el espacio imagen de A,
entonces el valor de x que minimiza la norma de » = b — Ax es aquel
que satisface Ax = Pb. Esta idea se ilustra en la Figura 4.3.

0

Espacio imagen de A

Figure 4.3. El espacion imagen de A es ortogonal al residual.

En otras palabras, el residual v+ = b — Ax debe ser ortogonal al
espacio imagen de A. El espacio imagen de A es generado por los
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vectores columna de A. Es decir, si
A=] a1 | az | - | an |,

donde a; es el i-ésimo vector columna de A, entonces

m(A) = gen{a,,asz,...,an}.
DEMOSTRACION. Dado x € R"™ con x = (x1,X2,...,x,)7, Ax €
gen{ai,...,an} pues
Ax=[ a1 | a2 | - | an |x
=Xx1a1 +X2ap + -+ Xpay. O

4.3.2. Sistema de ecuaciones normales. Del resultado anterior se

tiene que ¥ = b — Ax es ortogonal a Im(A) = gen{a,,as,...,an}
siy solo si alr=0 Vi=1,...,n
siy solo si ATr=0
siy solo si AT(b — Ax) =0
siy solo si ATAx=A"b

Este ultimo sistema de ecuaciones para x es conocido como el sistema
de ecuaciones normales para el problema de minimos cuadrados. El
siguiente resultado es de fundamental importancia.

TeEOREMA 4.3.1. Si la matriz A es de orden m x n con m > n
y tiene rango completo (todos sus vectores columna son linealmente
independiente), entonces AT A es una matriz cuadrada de orden n x n
que es no singular.

DEMOSTRACION. Dado que A es de m x n, entonces AT es de orden
n x my AT A debe ser de orden n x n. Para demostrar que “A de rango
completo implica AT A no singular”, basta con demostrar que si ATA es
singular entonces es de rango deficiente:

AT A singular = AT Ax = 0 para algtin vector x # 0 en R"
= xTATAx=0, x+#0
= |[Ax|5=0, x#0
= Ax=0, x+#0
= A es singular
= A tiene rango deficiente. ([
Otro resultado importante es

TEOREMA 4.3.2. Si A es de rango completo, entonces ATA es una
matriz simétrica y positiva definida.
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DEMOSTRACION. Como A es de rango completo, ATA es no singular,
y ademas claramente simétrica. Ahora bién, dado x # 0 en R", entonces,
como ATA es no singular, se satisface xTATAx = ||Ax|3 > 0. Se
concluye que AT A debe ser positiva definida.

De los dos resultados anteriores se deduce que si la matriz A es
de rango completo, entonces la solucion del sistema de ecuaciones
normales (AT Ax = ATb) es Unica e igual a

x =(ATA)1ATh.

Ademas esta solucion puede obtenerse por medio del algoritmo de fac-
torizacion de Choleski dado que AT A es simétrica y definida positiva.

Nota. Cuando A es de rango completo, dado que x = (ATA)"'ATb es
Unica, ala matriz A* = (ATA)~ 1 AT se le denomina la seudoinversa de A.
Ademas como x = A*b, entonces Ax = AA*by P = AA* es la matriz de
proyeccion, es decir AA*b = Pb es la proyeccion de b sobre el espacio
imagen de A.

4.3.3. Algoritmo de ecuaciones normales. Si A es una matriz
mxmnconm >mn,y A es de rango completo, entonces ATA es
no singular, simétrica y definida positiva. Por tanto el sistema
de ecuaciones normales ATAx = ATb puede resolverse utilizando el
método de Choleski:

Algoritmo. Dados A de m x n de rango completoy b € R™

(1) Calcular ATA y el vector ATb.

(2) Calcular la factorizacién de Choleski ATA = LLT.

(3) Resolver para z € R" el sistema triangular inferior Lz = ATb
(sustitucion progresiva)

(4) Resolver para x € R" el sistema triangular superior LTx = z
(sustituciéon regresiva)

EjempPLO 4.3.3. . Considere de nuevo el problema de ajustar los
once datos (m = 11)

x =-3.0,-2.0,-1.0,0.0,1.0, 2.0, 3.0,4.0,5.0,6.0,7.0
y= 0.0, 0.0, 0.0,1.0,1.0,1.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0

utilizando un polinomio de grado 6
_ 5 6
pxX)=cr+CoX+---+CeX> +C7X

Debemos encontrar los coeficientes ¢ = (¢q,¢a,...,c7)T. En este
caso la matriz de disefio A es la matriz de Vandermonde de tamafo
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mxn=11x7

1 =3 (=32 ... (=3)8
1 =2 (=22 ... (=2)
1 % (7)? (7')6

b=y=[0 001110000 0]

Observese que A es de rango completo, ninguna columna es combi-
nacion lineal de las otras. Entonces los coeficientes ¢ = (cy,¢a,...,C7)
satisfacen la ecuacion
ATAc=ATp

donde ATA es simétrica definida positiva de orden 7 x 7. Observese
que el niimero de condicioén de la matriz es k(AT A) ~ 10'°. Utilizando
el método de factorizacion de Choleski para resolver el sistema de
ecuaciones normales, obtenemos la solucion

c1 =0.822789, ¢, =0.412287, c¢3=-0.173651, c4=—0.043014
¢s =0.012531, ¢ =0.000287, c¢7=—-0.000131.

La Figura 4.4 ilustra la grafica del polinomio de ajuste junto con
los datos. El nuevo polinomio no interpola los datos, pero captura
el comportamiento global de mejor manera que cualquiera de los
polinomios de interpolaciéon encontrados anteriormente.

1F T —— T
0.5 / \ i
p—o— :

Figure 4.4. Polinomio de interpolacién de grado 6.

Observacion. Si hay miles de observaciones y s6lo unos pocos
parametros, la matriz de diseno A es muy grande, pero la matriz
AT A es pequeiia y de orden del nimero de parametros, n x n.

Precaucion. El método via ecuaciones normales para resolver proble-
mas de minimos cuadrados aparece en muchos libros de estadistica
y métodos numéricos. Este método debe utilizarse con cautela pues
el sistema de ecuaciones normales es mas mal condicionado que el
sistema sobredeterminado original, es decir

k(AT A) = [k(A)]%.

Con aritmética de precision finita, las ecuaciones normales pueden
llegar a ser singulares y, en consecuencia (ATA)~! no existir ain
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y cuando las columnas de A sean linealmente independientes. Por
ejemplo, consideremos la siguiente matriz

1 1
A=1le O con 0<ex 1.
0 €

Las dos columnas son casi paralelas, pero linealmente independientes.
Con aritmética exacta obtenemos
1+€? 1
ATA =
{ 1 1+ ez}
Sin embargo, si € < 10~8 y utilizamos aritmética de punto flotante de
doble precision obtenemos

r, 11
AA_[l )

la cual es una matriz singular.

4.4. Método de factorizacion QR por ortogonalizacion de
Gram-Schmidt

El otro método principal para resolver el problema de minimos
cuadrados es el método de factorizacion QR. Este es un método
clasico, moderno, y popular desde 1960 (Golub). De hecho, actualmente
se considera que este método representa una de las ideas algoritmicas
mas importante en el algebra lineal numérica.

4.4.1. Factorizacion reducida. Considere la matriz A € R™*" con
m>nyseana; € R™, i=1,...,nlos vectores columna de A:

A= ar | az | - | an ].

Los espacios sucesivos generados por los vectores columna de A tienen
la siguiente propiedad

gen{a,} C gen{a,a.} C ... C gen{ay,...,an}.

La idea detras de la factorizacion QR es construir una sucesion de
vectores ortonormales q;, g»,... € R™ que generen estos espacios
sucesivos. Supongamos que A es de rango completo, entonces sus
vectores columna son linealmente independientes y queremos que

gen{qi,...,qi} = geni{as,...,a;}, i=12,...,n
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con ||qill» = 1y qlq; = 6. Para contruir este conjunto de vectores

podemos utilizar el método de Gram-Schmidt:

q Le! con vi=a
1= 1= 1
[va]l2
(%] T
Q= —— con vy =a,—(q;a24a,
[vall2
V3 T T
q3 = —— con V3 =as—(q;a3)d1 — (q2a3)q2.
[vs|l2
En general, en el j-ésimo paso, suponiendo conocidos qi, qz,...,qj-1,

un vector q; ortonormal a ellos esta dado por

Vj
q, =
T sl
con
j—1
vi=a;—(@iapa —@a)a: — - —(@,a)a = a;— Yy _(@;a)a
i=1

. s _ T — .
Si definimos r;; = g, aj, y el escalar ;; tal que |rj;| = ||v;]|-, entonces

a
qan=—
711
a —"z2qi
do=—"-"
22
n—1
G = An — D iy Vindi
n= .
T‘VH’L
Por lo tanto,
ay =741,

a; =712q1 + 12242,

An =Vind1 +V2nd2 + -+ "un qn-

Estas ultimas relaciones las podemos expresar en forma matricial

4.1)
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A=] a as an |

matriz mxn

Y11 Y12 ... Tin
0 Y22 ... Ton

=l a1 | a2 | | an |
matriz mxn 0 0 Vo

matriz nxn

= Q R
El siguiente algoritmo realiza la factorizacion QR encontrada:

Algoritmo de Gram-Schmidt clasico

Paraj=1,...,n
Vj=aj
Parai=1,...,j—1
- rij=4dia;
’UJ = UJ' Tij qi
rjj = ||vjll
a;j =vjlvj
TEOREMA 4.4.1. SiA € R™ "™ conm > n es de rango completo, existe
una unica factorizacion reducida QR, A= QR convi; >0,i=1,...,n

(Ver Trefethen-Bauy).

4.4.2. Factorizacion completa. Una factorizacion completa QR de
A € R™™" (m > n)vamas alla agregando m—n columnas ortonormales
a Q, y agregando m — n renglones de ceros a R de manera tal que
obtenemos una matriz ortogonal Q € R™*™ y otra matriz R € R™*"
triangular superior. Esquematicamente

FACTORIZACION REDUCIDA FACTORIZACION COMPLETA
mxn nxn mxm mxn
§ FAN
A= = < :
o0
A~ o~ e
0 R 0 R
En la factorizacion completa las columnas g; para j=n+1,...,m, son

ortogonales a Im(A) (el espacio imagen de A). Observese que la matriz
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completa Q tiene la propiedad
aj

a;

Q'aQ = (a1 |az| - |am] =1

am
debido a que q'q; = &;;. Por tanto Q! = Q. A las martrices con esta

propiedad se les denomina matrices ortogonales.

TEOREMA 4.4.2. Cualgier matriz A € R™*"™ (m > n) tiene una
factorizacion completa QR, A = QR con Q € R™*™ matriz ortogonal y
R € R™ ™ matriz triangular superior (ver Trefethen--Bau).

Habiendo obtenido una factorizaciéon completa QR de A € R™*",
el problema sobredeterminado Ax = b con b € R™ se puede expresar
en la forma QRx = b, que a su vez es equivalente al sistema

Rx=Q"p (pues Q' =0qQ7),

el cual es triangular superior y de la forma

(111 712 Yin i Si T
0 7» Yon fo
. . X1 .
: : X :
0 0 Tnn . fn

0 0 0 . fni1
. Xn .

| 0 0 0 | | fm |

con f; = (QTb);, 1i=1,...,m. Esta claro que este sistema se puede

resolver utilizando sustitucion regresiva.

Observese que en el caso que A sea una matriz cuadrada (m = n) no
singular este algoritmo es util para resolver sistemas lineales Ax = b.
Sin embargo no es el método estandar por que requiere el doble de
operaciones que el método de eliminacién de Gauss o el método de
factorizacion LU.

En la practica las formulas de Gram-Schmidt no se aplican como
se muestra en la pagina 67 debido a que la sucesion de operaciones
resulta numéricamente inestable (sensible a errores de redondeo). Esta
inestabilidad se produce debido a las sustracciones y a que los vectores
d; no son estrictamente ortogonals debido a errores de redondeo. Se
pueden utilizar métodos de estabilizacion, cambiando el orden en que
se realizan las operaciones. Sin embargo, hay un método mas efectivo,
estable por supuesto, para encontrar la factorizacion QR. El nuevo
método hace uso de las propiedades de las proyecciones otogonales. Por
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tal motivo hacemos un paréntesis en nuestra discusion para estudiar
dichas propiedades.
4.5. Proyecciones en R"

Una proyeccion en R" es una matriz cuadrada P de n x n tal que
P2 =P.

El espacio imagen de P se define por
Im(P) ={v eR" | v=Px, paraalgin x € R"}.
El espacio nulo de P se define por
Nul(P) = {x € R" | Px = 0}.

EJEMPLO 4.5.1. Verificar que la siguiente matriz cuadarada es una
proyeccoOn y encontrar su espacio imagen y su espacio nulo.

1 0 2
P==-10 0 O
2 0 4

Solucién. P es una proyeccion en R3, pues P? = P. El espacio imagen de
P es el conjunto de vectores v € R" de la forma

1 0 2| [x; 1 1 1
v==10 0 O] |x2 =§(x1+2x3) Of=c|0], ceR.
2 0 4| |x3 2 2

Es decir, Im(P) = {v € R" | v = ¢[1,0,2]"} = gen{[1,0,2]"} es la linea
recta determinada por el vector [1, 0, 2]”. El espacio nulo de esta misma
proyecion es el conjunto de vectores x = [x1, X2, x3]T que satisfacen

(1) 8 3 - 8 Xi+2xs =0 2x3 =0
= X2 | = = _ = X1 t2x3=0.
2 0 4| |xs 0 2x1+4x3=0

Es decir, Nul(P) = {[x1, X2, x3]%|x1 + 2x3 = 0}, el cual representa el
plano con ecuacion x; + 2x3 = 0 y normal al vector (1,0, 2)T. La Figura
4.5 ilustra geométricamente el espacio imagen de P, la cual es una
linea recta en el plano x; — x3 de R3. El espacio nulo de P es el
plano perpendicular a dicha recta. En dicha figura so6lo se ilustra la
interseccion de este plano con el plano x; — x3.

4.5.1. Algunas propiedades de las proyecciones.

(1) Si v € Im(P), entonces Pv = v.

DEMOSTRACION. v € Im(P) = v = Px para algan x € R" =
Pv = P?v = Px = v. O
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Figure 4.5. llustracién del espacio imagen y el espacio nulo

(2) Dado v € R", v se puede escribir como v = v + v, con vy € Im(P)
y V2 € Nul(P).

DEMOSTRACION. Sea v, = v — Pv, entonces Pv, = P(v — Pv) =
Pv—Pv =0 = v, € Nul(P) y por lo tanto v = v, + v» con
v, = Pv € Im(P). O

(3) Si P es una proyeccion en R", entonces I — P tambien es una
proyeccion.

DEMOSTRACION. (I — P2 =1 —2IP+P?=1—2P+P=1—P. O

A I — P se le llama proyeccion complementaria de P.
(4) Si P es una proyeccion en R", entonces
e Im(P) = Nul(I — P): P proyecta sobre el espacio nulo de I — P.
e Im(I — P) = Nul(P): I — P proyecta sobre el espacio nulo de P.
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DEMOSTRACION. v € Im(P) = v = Px, con x € R" =
I-Pw=v—-—Pv=Px—-Px=0= v e Null—P) =
Im(P) C Nul(I — P).

Porotroladov € Null—P)=v—Pv=0= v = Pv € Im(P) =
Nul(I — P) C Im(P). Con esto se concluye que Im(P) = Nul(I — P).
En forma analoga se verifica que Im(I — P) = Nul(P). O

EJEMPLO 4.5.2. Retomando la proyeccion del ejemplo anterior

verificar las propiedades 2, 3, y 4 dado el vector arbitrario v =
(a1, az,a3)T € R3.

Solucion.
1 1 0 2
P= 3 0 0 0},
2 0 4
1 [P0 2] [a 1 | art2as
vy =Pv= T 0 0 0] |ax| = T 0 e Im(P),
2 0 4 as 2a1 + 4(13
a 1| @ +2as3 1 4a, — 2as3
Vo=V—Pv=|a| — = 0 =3 5a; € Nul(pP),
as 2a; +4as; —2a; +as

Esta claro que v, + v» = v, con lo cual 2 queda verificada.

La proyeccion complementaria de P es

100 ,fto?2 4 0 -2
I-P=10 1 0l-=|0 0 ol==|0 5 o
00 1| °|2 0 4 2 0 1
L [20 0 —10
I-pP°=—110 25 0 |=I-P
25110 0 5

Ademas la imagen de v € R3? bajo I — P esta en Nul(P), y mas ain que

Im(I — P) = Nul(P)

La Figura 4.6 ilustra estas propiedades. En dicha figura se tiene
que Im({ — P) = Nul(P) es el plano en R3 con normal (1,0,2)7, y
Nul(I — P) = Im(P) es la linea determinada por d = (1,0, 2)7.

De la discusion anterior concluimos que

5. Una proyeccion P en R™ separa el espacio completo en dos
subespacios S; y S> con S1 NS, = {6}, y S1+S> = R". Es decir, dado
veRY,, v=vi+vconvy =Pvyv, =I—P)v,6bién v, =l —P)v
y U2 = Pu.
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Nul(P)=Im(I-P)

Figure 4.6. llustracién de la proyeccién complementaria.

4.5.2. Proyecciones ortogonales. Los tipos de proyecciones mas
importantes en el algebra lineal numérica y en las aplicaciones son las
denominadas proyecciones ortogonales. Se dice que una proyeccion
P es ortogonal si PT = P. De hecho, una proyecciéon ortogonal separa
el espacio completo R™ en dos subespacios ortogonales S; LS, con
SSNS = {ﬁ}, S1+S =R". Dadove R, v=v,+vconv; =Pvy
v, = (I — P)v, y si P es ortogonal, entonces

viv, = (Pv)'(I — Pv =v"PTU — P =v"PU - Pv=v"(P - PHv=0
En resumen

6. Si P en una proyeccion ortogonal, entonces Pv y (I — P)v son
ortogonales para toda v € R™.
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EJEMPLO 4.5.3. La proyeccion anterior

1 0 2
P=-10 0 Of,
2 0 4

es una proyeccion ortogonal, pues P es simetrica. La Figura 4.6
muestra la separacion de R? en dos subespacios ortogonales a saber
Im(P) = Nul(I — P) y Nul(P) = Im(I — P)

EjEmPLO 4.5.4 (Proyeccion ortogonal de rango 1). Dado g € R" con
llallz =1, P; = qq" es una proyeccion ortogonal.

DEMOSTRACION. Primero, observese que P, es una matriz de rango
1, pues

Mdr q192 -+ qidn

a2dq1 42492 - q2qn
a= . . .

andir dnd2 - 4ndn

P, es una proyeccion, pues
(P = (aa"Naa") = a@" @a" = alal3a" = aa" = P,.
P, es ortogonal, pues
(Pp)' =(aa")" =@") ' a" =aa" =P,
Su proyeccién complementaria es

(P)T =1-P;=1—-4q". O

EJEMPLO 4.5.5. Para cualquier a € R", a # 0, existe una proyeccion
ortogonal de rango 1
P - aa’
“ala’
DEMOSTRACION. Dado a € R", a #0, q = a/||a||» es unitario y

T T T

r a a aa' aa

~allz llallz ~ flal3 — aTa’

a4

P,v produce la proyeccion del vector v € R™ sobre la linea definida por
T
, . aa
el vector a € R™. Su proyeccion complementaria P- =1 — P, = — T
de rango n — 1, proyecta el vector v € R" sobre el hiperplano
perpendicular al vector a. En otras palabras

P, proyecta v sobre la linea determinada por a:

Im(P,;) ={x eR" | x=xa, x € R}.
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Pj proyecta sobre el hiperplano con vectornormal a = (a4, ..., a,)":
ImPy)={x € R" | a1x; + axX» +...+anxy = 0}.

En la Figura 4.7 se ilusta lo anterior. O

Figure 4.7. Proyeccion ortogonal de rango | generada por
un vector 4.

La proyeccion
1 1 0 2
P= 3 0 0O
2 0 4
es un caso particular de una proyeccion de rango 1 con a = (1,0, 2)7,
pues

(==l e R en]
= O N

1 .
A _Zlolp o 2]=<10
2 > 12
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EJEMPLO 4.5.6. Proyeccion ortogonal sobre la imagen de una
matriz A € R™" (m > n). Si A € R™*"™ con m > n es de rango
completo, sabemos que ATA es una matriz de n x n, simétrica y
definida positiva. La inversa generalizada derecha de A, se define como
la matriz A* = (ATA)"1AT de orden n x m. Esta matriz define una
proyeccion ortogonal en el espacio R™ al premultiplicarse por A, pues

Py = AAT = AATA)'AT e R,
y, claramente
Pi=Py, y Pl=P,.

Cualquier vector v € R™ es proyectado sobre el espacio imagen de la
matriz A por la proyeccién P4. Es decir, el espacio generado por las
columnas de A es igual a Im(P,) (ver Fig. 4.8).

Figure 4.8. Proyeccion otogonal sobre la imagen de A.

Nota. Observese que P, = A(ATA)"'AT es la generalizacion multidi-
T
) . aa .
mensional de la proyeccion de rango 1, Pa = Ta con a € R™, si
observamos que a se puede ver como una de las columnas de la matiriz
A, 6 bién como una matriz de m x 1.
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4.6. Método de factorizacion QR por reflexiones de Householder

4.6.1. Triangularizacién de Householder.

La triangularizacion de Householder (Alston Householder, 1958) es
el método mas usado actualmente para encontrar la factorizacion QR
debido a que es numéricamente mas estable que el método de Gram-
Schmidt. Este método consiste en un proceso de “triangularizacion
ortogonal”’, en donde se construye una matriz triangular por una
sucesion de operaciones matriciales semejante al proceso de elimi-
nacion de Gauss. Solo que en este caso se multiplica por matrices
ortogonales Q, de tal manera que al final del proceso

Qn---Q20,A

resulta triangular superior. Cada matriz Q; se escoge para introducir
ceros debajo de la diagonal en la k-ésima columna. Por ejemplo, para
una matriz A de 5 x 3, las operaciones Q; se aplican como se muetra a
continuacion:

A(O) A(U A(Z) A(S)
X X X X X X X X X X X X
X X X 0 x x 0 x x 0 x x
x x x|g|0 x x|g|0 0 x|5 |0 0 x |=R,
X X X 0 x x 0 0 x 0O 0 O
X X X 0 x x 0 0 x 0O 0 O
A Q1A Q2Q:1A Q3Q:Q1A

donde las x indican coeficientes no ceros en general.

¢;Como se construyen tales matrices ortogonales Q?

4.6.2. Reflexiones de Householder. Si A € R™*" con m > n, cada
Qy se escoge como una matriz ortogonal de la forma

I 0
Qk=[0 H}’

donde I es la matriz identidad de orden (k — 1) x (k — 1) y H es una
matriz ortogonal de orden (m —k+1) x (m — k+1). La multiplicaciéon por
H debe introducir ceros debajo de la diagonal en la k--ésima columna.
Esquematicamente, esta operacion se muestra a continuacion
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a

I 0 0
0 H |, . 0
0

A1k—1

Ak—1k—1

0

0

ajk

Ak—1k

Akk

Amk

Ain

Ak—1n

Akn

Amn

mxn

La matriz de la izquierda es la matriz ortogonal Q; de orden m x m,
mientras que la de la derecha es la matriz A*—Y de orden m x n. El
resultado de la anterior multiplicacion es la matriz A®¥ ¢ R™*" la
cual tiene los mismos bloques que A*—D, excepto el bloque diagonal
inferior que debe cambiar por

I ! I
a a P a
Ak eeo  Qin (I)ck & kk+1 & kn
k+1k+1 k+1ln
H- = . . .
Amk -+ Amn : , /
0 amk+1 Amn

Por supuesto, aqui el paso fundamental es la multiplicacién de H por
la primera columna de la submatriz de la derecha:

!

Akk Ayk
Akes1k 0
Amk 0

donde a},; = ||x||, con xy = (akk,--.,amr)’. Es decir, el algoritmo de
Householder escoge H como una matriz particular llamada reflexion de
Householder. Esta matriz introduce los ceros correctos en la k--ésima
columna:

X1 [BY]
X2
X = . — Hx-= = ||x||e;
Xm—k+1 0
cone; =(1,0,...,0)T de tamafio m — k + 1. Para obtener la reflexion de

Householder H observamos en la Figura 4.9 que ésta refleja R"™—%*1 a
través del hiperplano H* ortogonal a v = || x|le; — x. Cuando la reflexion
se aplica a cada punto en algun lado de H*, el resultado es la imagen
reflejada en el otro lado de H*. En particular x es enviado a ||x||e;.
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.20 Hx=lxlle,

Figure 4.9. Reflexién de Householder para un vector dado x.

Para cualquier y € R™—k+1 e] vector

vuT
Py=(1-——
v ( M)y

es la proyeccion ortogonal de y sobre el espacio H* (perpendicular a
v). Para reflejar y a través de H*, debemos continuar al doble de la
distancia en la misma direccién como se ilustra en la Figura 4.10. La
reflexion H debe ser entonces
T
H=I—2# con v=|x|e —x
vTy

Figure 4.10. La reflexién de Householder H =1 — 2%.

EjEMPLO 4.6.1. Dado el vector x = (3, 4,0)7, encontrar la reflexion
de Householder H € R3*3 tal que Hx = ||x||e; = (5,0, 0)7.
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Solucion.
5 3 2
v=|x|leg—x=|0|—-| 4 |=| -4 |,
0 0
2 4 -8 0
wi=| -4 |[2 -4 0]=| -8 16 0| y viv=20.
0 0 0 O
Luego
vl 1 00 114 80 3/5 4/5 0
H=1-2—=10 1 0 10 -8 16 0| =14/5 -=-3/5 0f.

T
V'V olo o0 1 o o of o o 1

Verifiquemos que H efectivamente satisface Hx = ||x/||e;:

3/5 4/5 013 5
Hx=1|4/5 =3/5 0 || 4 |=]0]=]x|e.
0o o0 1 0 0

En la figura 4.11 se ilustra el ejemplo anterior

A

X3

.0 lixil e, = (5,0,0)" X

Figure 4.11. Reflexion de Householder del ejemplo 4.6.1.

El plano H* tiene ecuacion v1x;+V2Xx2+v3x3 = 0, es decir, 2x1 —4x, =0
con x3 arbitrario. Observese ademas que

3/5 4/5 0 3/5 4/5 0

1 0 0
HH" = | 4/5 -3/5 0 4/5 =3/5 0 |=]10 1 0 |=1
0 0 1 0 0 1 0 01
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En general, puede verificarse facilmente que

- f-2(2)] -2 ()] -

Asi que H es siempre una matriz ortogonal: H~' = H”, de tal manera
que las matrices Qj en el proceso de triangularizaciéon de Householder
son ortogonales, pues

I 0 I 0 I 0 I 0
T _ _ — | k-1 =
Q"Qk‘[o HHO HT] {o HHT} { 0 Imkﬂ} In.
4.6.3. La mejor de las dos reflexiones. En la exposicién anterior
se ha simplificado el procedimiento. El vector x en realidad puede
reflejarse ya sea a ||x||e; 6 bién a —||x||e;, dando lugar a dos reflexiones,

una a través del hiperplano H", y otra a través del hiperplano H—, como
se muestra en la figura siguiente

Desde el punto de vista matematico, cualquiera de las dos elecciones
es satisfactoria. Sin embargo, para asegurar estabilidad en el algoritmo
numeérico se debe escoger aquella reflexion para la cual x se encuentre
mas alejado de su punto reflejado ||x|e; 6 —|x]||e;. Para lograr esto
escogemos v = —signo(xy)|x|le; — x, o bien podemos quitar el signo
“—” 'y escoger v = signo(x;)|x|e; + x. La funcion signo se define
€omo:
1six; >0,

signo(xi) =
gnotx) —1six; <0.

Vale la pena recordar que x; es la 1™ coordenada de x. Las siguientes
ilustraciones muestran ambos casos.

La razoén por la cual esta eleccién para v es conveniente es que si el
angulo entre H* y e; es muy pequeio, entonces el vector v = || x||e; — x
serd mas pequefio que x 0 ||x|e;, y el calculo de v representa la
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\
H ’
| x . S H
’
v \ H ’ 1
\ \ Phd 4 ’
\ e Se_
v’ Sy ’
v=//xl/e1+ \ ’,’ R / \\\ , v=—IIx//e,+x
s PR \ / ~o ’
”’ \ / \\ 7
- - /x| = ~
/lele1 - C\ II; l/e, le//e1 I, ~. IIxIl s
-7 . S
. ’ ~
- \ ~
’r \ 4 ~
- ’ H “~.
N ’

Figure 4.12. Lado iquierdo: x; > 0 = signo(x;) = +1.
Lado derecho: x; > 0 = signo(x;) = +1.

sustraccion de cantidades casi iguales, con lo cual se obtienen errores
de cancelacion. Por otro lado, si escogemos el signo de tal forma que
en lugar de restar sumemos, cortamos el efecto de cancelacion y ||v||
nunca sera mas pequefio que ||x||, con lo cual aseguramos estabilidad
en los calculos.

4.6.4. Algoritmo de factorizacion de Householder. Utilizando las
ideas anteriores podemos construir el algoritmo que factoriza A en
la forma QR con Q matriz ortogonal y R matriz triangular superior.
Sin embargo, en el siguiente algoritmo solamente calculamos el factor
R, almacenandolo en la misma matriz A. También se almacenan los
n vectores de reflexion vy, ..., v,, para posibles usos adicionales
posteriores

Parak=1,...,n
x=Ak:m, k)
vy = signo(xy)||x|ler + x
Vi = Vi /|| vil|2
Ak :m, k:n)= Ak :m, k:n)—2vk(v£A(k:m, k :m))
Nota. Observese que en el algoritmo se han realizado dos simplifica-
ciones:

(1) Se ha denotado por v a v/||v||> pues la reflexion se puede escribir

como
vuT v vl

I CANTTEIAY
vl [v]l2 ]2

(2) Al multiplicar o aplicar la reflexion por un vector y obtenemos

v T ) v T
=27 y=y-2 Y
( [v][2 lv]l2 vl [[v]2
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asi que si y es cada una de las columnas de la submatriz A(k : m, k : n),
entonces la forma econoémica de aplicar la refexién a cada una de estas
columnas es como se indica en el ultimo renglon del algoritmo.

La matriz ortogonal Q = Q1Q»---Q, no se construye en el
algoritmo anterior, pues esto tomaria trabajo adicional, y en mucha
aplicaciones se puede prescindir de ella. Por ejemplo, si se quiere
resolver el sistema

Ax=D>b
y Q A =R, entonces QA x = Q b. Es decir, basta con resolver el sistema
Rx=Qb=Qn --Q2Qib
por sustitucién regresiva. El lado derecho Q b puede calcularse

aplicando a b la misma sucesion de operaciones aplicadas a la matriz
A:

Parak=1,...,n
bk :m)=bk : m)— 2vk(v£ bk : m))
dado que los vectores de reflexiéon vy, ..., v, se almacenan al encontrar

R en el algoritmo anterior.






Capitulo

Solucion de Ecuaciones no Lineales

El problema de resolver sistemas de ecuaciones no lineales aparece
frecuentemente en la matematica computacional y en las aplica-
ciones en donde los modelos subyacentes para estudiar determinado
fenomeno no pueden expresarse en forma lineal. Es decir los sistemas
correspondientes no son de la forma Ax = b, donde A es una matriz y
X, b son vectores. Este nuevo tipo de ecuaciones algebraicas puede rep-
resentarse en forma funcional compacta f(x) = 0, donde f : R" — R"
es una funcion vectorial, x = (x1,..., %) y 0 =(0,...,0)7 en R". En
forma desarrollada escribimos

fl(XIiXZl . --’Xn) = 05
fZ(xhXZs . --;xn) = 0)
fn(XllXZI . '-!Xn) = 0’
donde fi(x1,x>,...,Xn), i=1,...,n son las funciones componentes de

la funcién vectorial f. El caso n = 1 corresponde a una simple ecuaciéon
no-lineal en la incégnita x € R.

Frecuentemente, en las aplicaciones, un problema no lineal aparece
en la forma de problema de punto fijo:

Encontrar x € R" tal que x = g(x),

donde g : R® — R™ es una funcién vectorial. El problema, en este
ultimo sistema, consiste en encontrar un punto & € R" que satisface
& = g(&), y al cual se le denomina punto fijo de g. Cualquier ecuacion
o sistema de ecuaciones f(x) = 0 puede escribirse en la forma de
punto fijo, y esto puede realizarse de muchas maneras. Por ejemplo,
la ecuacion f(x) = x> — x — 2 = 0 en una variable, puede expresarse de
manera equivalente en cualquiera de las formas:

l.x=x°-2 = g(x)=x2—2
2. x=Vx+2 = gx)=vx+2

85
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2 2
3.x=1+— = gx)=1+—
X X

X% +2 x% 42
*T o1 = 9X)= 2x -1’
entre otras. Cualquier punto fijo de estas funciones g sera una raiz
de la ecuacion original f(x) = 0. Entonces, el problema del calculo de
raices de f(x) se puede expresar como el calculo de los puntos fijos de
alguna funcién g(x).

5.1. Método iterativo de punto fijo

Los métodos mas ampliamente usados para encontrar soluciones
de ecuaciones no lineales son los denominados métodos iterativos de
punto fijo. Estos métodos consisten en transformar la ecuacion (o
sistema de ecuaciones) original, f(x) = 0, en algin sistema equivalente
de punto fijo x = g(x) adecuado. Una vez hecho esto, se escoge algun
Xo como aproximacioén inicial al punto fijo &, y se genera una sucesion
de aproximaciones mediante las iteraciones:

Xn1=9(xy), n=0,1, 2,...

Se espera que la sucesion {x,} converja al punto fijo & Desgraciada-
mente esto No Siempre ocurre como se muestra a continuacion.

EjEmPLO 5.1.1. Consideremos el ejemplo sencillo de encontrar
numeéricamente una de las raices de f(x) = x> —x —2 = 0. Sus
raices exactas son x; = —1 y x» = 2. Nos concentraremos unicamente
en el calculo de la raiz & = 2.

a) Con g(x) = x> — 2 y x = 2.1, obtenemos x; = 2.41, x, = 3.8081,
x3 =12.50162561,y x,, — 00 Sin — oc.

b) Con g(x) = Vvx+2 y x9 = 2.1, obtenemos x; = 2.024846, x,
2.006202, x3 = 2.001550, x4 = 2.000387,...,x19 = 2.0000004, y
Xn — 28I — oo.

c) Con gx) =1 +% y X9 = 2.1 , obtenemos x; = 1.952381, x, =
2.024390, x3 = 1.987952, x4 = 2.006061,...,x:3 = 2.0000004, y
Xp — 28in — oo.

d) Con g(x) = 2";121 y X9 = 2.1 , obtenemos x; = 2.003125,
xp = 2.00003, x3 = 2.000000000004, y x,, — 2 si n — oo.

En el primer caso, la funcion de iteracion g(x) = x*> — 2 no genera
una sucesion {x,} convergente al punto fijo & = 2. Por el contrario,
esta sucesion diverge a infinito. En los otros tres casos se produce
una sucesion convergente al punto fijo & = 2. Observese que estas
sucesiones convergen al punto fijo con mayor o menor “rapidez". Por




5.2. TEOREMA DE PUNTO FIJO DE BANACH 87

ejemplo, la funcion de iteracion

X% +2

2x — 1

aparentemente genera una sucesién que converge extremadamente
rapido al punto fijo, mientras que las otras dos funciones de iteracién
generan sucesiones con una convergencia mas lenta al punto fijo. Hasta
el momento no hemos estudiado bajo que condiciones para la funcion
de iteracion g se obtiene una sucesién que converja efectivamente
al punto fijo & La respuesta a este problema viene dada por el
teorema de punto fijo de Banach, también llamado principio de
mapeos contractantes, el cual estudiaremos en la siguiente seccion.
Una vez hecho este estudio podremos estudiar otros temas, como la
rapidez de convergencia del método iterativo, y el disenio de algoritmos
rapidos.

gx) =

5.2. Teorema de punto fijo de Banach

Este teorema es muy importante y sirve como fuente para probar
existencia y unicidad en diferentes ramas del Analisis y sus aplicaciones
como: ecuaciones algebraicas, ecuaciones diferenciales ordinarias,
ecuaciones diferenciales parciales, y ecuaciones integrales, entre otras.
Este teorema da condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de un punto fijo para una clase de aplicaciones o funciones llamadas
contracciones.

DEFINICION 5.2.1. Una aplicacion T : X — X con X C R" se
denomina contraccion sobre X si existe un numero real K, con
0 <K < 1,tal que paratodo x, y € X

[T = Ty|| < K|lx = ||
en alguna norma vectorial || - ||.

Geométricamente esto significa que dos puntos cualesquiera X,
y € X tienen imagenes mas cercanas que ellos mismos. De ahi el
nombre de contraccion para la aplicacion T.

EjEmMpLO 5.2.2. La funcién g : [1,3] — [1, 3] definida por g(x) =
v X + 2 es una contraccion en X = [1, 3].

Primero verificamos que g(x) € [1, 3] si x € [1, 3]:
xe[l,3] & 1<x<3 & 3<x+2<5 & V3<Vx+2<V5.

Por lo tanto, g(x) = vx+2 € [1, 3]. Por otro lado, por el teorema del
valor medio

lg(x) — g(»)| = |g'(n)| |(x — )| con n entre x y ¥,
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y debido a que

max |g'(x)| =g'(1) = —=.

1
X))z — =
gx) 2vV/x +2 x€[1,3] 2V3

Por lo tanto
1
x)—9g)| < —=|x - ¥|.
g 9Nl = - ﬁl Y|
Se concluye que g es una contraccion con K = 1 <1
2v3

TEOREMA 5.2.3 (Teorema de punto fijo de Banach). Si X es un
conjunto cerrado conexo de R" y T es una contraccion sobre X, entonces
T tiene un unico punto fijo en X, y dado cualquier punto de comienzo
Xo € X, la sucesion generada por iteracion de punto fijo

Xn=1Ix,, m=0,1, 2,...
convergerd al punto fijo E de T.

DEMOSTRACION. Sea x € X, y sea {x,} la sucesion generada por
iteracion. Para cada m € N, X001 — Xm = TxXyy — TXyu—1, y como T es
una contraccion entonces

[Xmi1 = Xmll = 1T Xm = T Xm-1|| < Kl[xm = Xm-1,
con 0 < K < 1. Procediendo recursivamente, obtenemos
|Xms1 — Xm|| < K™ ||x1 — x0|]| Vm €N,
Utilizando este resultado para toda n > m se obtiene
IXn — Xm|| = [|Xn — Xn-1+Xn—1— Xn—2+Xn_2+ .o+ Xms1 — Xm]||

S ||xn - xn71|| + Hxnfl - xn72|| t.o..+ me+1 - Xm”
< (K" A K"+ K™ — x|
<K™M1+K+K?+...+ K" Y)x; — x|

1 7K'Vl7m
< Kmﬁ“xl - xol,

ycomo 0 < K"™™ < 1, entonces

1
I = Xl < K™ [0 = %ol

Por lo tanto

1
lim |x, — x| < lim K"——||x; — x0|| =0,
m,n— oo m—oo 1—K
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lo cual implica que la sucesiéon {x,} generada por iteracion es una
sucesion de Cauchy. Como T esta definida sobre el conjunto cerrado X
la sucesion de Cauchy {x,} tiene un limite & € X:

&= lim x,

n—oo

Este limite £ € X es un punto fijo de T pues
[E=TE||=lE—xn+xn—TE|| < [|E=xnl+[|xn—TE|| = [|E=xn||+[| Txn—1 —TE]|
implica que

1€ — T|| < |€ — xnll + K|[xn—1 — || — 0, cuando n — 0.

Por lo tanto, & = TE. Ademas este es el tinico punto fijo de T en X, pues
si hubiese otro, digamos n, entonces

I€—nll =T = Tn|| < K[| —nl| < [[E—nl,
lo cual no es posible. Por tanto, & es el tinico punto fijode Ten X. O

En suma, para que una aplicacién sea una buena funcién de
iteracion y produzca una sucesion convergente al punto fijo basta con
que ella sea una contraccion en un conjunto cerrado X que contenga
al punto fijo. En ocasiones es dificil probar en forma directa que una
funcion de iteraciéon es una contraccion. Pero si g es una funcion suave
(tiene derivada continua en X), y si ademas

lgx)| <K, VxeXcon0<K<1,
entonces g es una contraccion en X con K = r£1é1§<||g’(x)|| < 1. En efecto,
para x, y, € X, por el teorema del valor medio, se tiene
19(x) — gl < lg'(Ml]|x — ¥|| con n entre los puntos x, .
Asi que
lgt) = gl < K|x = || con K = max||g'(x)[ < 1.

5.3. Cota del error en la iteracion de punto fijo

La desigualdad

m
1-K
obtenida anteriormente es valida para toda n > m. Luego, cuando
n — oo, X, — &,y por tanto

[xn — xm| <

1261 = xol|,

m

K
llxm — & < ﬁ”Xl —xo|| YVmeN.

Esta desigualdad, aparte de que proporciona una cota para el error
en la m-ésima iteracion, sirve para estimar el nimero de iteraciones
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necesarias par alcanzar una precision determinada en el calculo del
punto fijo &:
[xn — &
n > 10g((1 —K) |/logK
[[x1 = xo
ErempLo 5.3.1. Encontrar la raiz de f(x) = x? —x —2 =0 que se
encuentra en el intervalo [1, 3].

Solucion. Anteriormente se propusieron algunas funciones de iteracion.
La 12 funcién g(x) = x> — 2 es tal que su derivada es g’(x) = 2x, y en
el intervalo [1, 3] esta es mayor que 1, de hecho 2 < g'(x) < 3. Luego
g(x) = x> — 2 no define una contraccion en [1, 3], y esto explica porqué
la sucesion generada por iteracion de punto fijo diverge, a pesar de que
escoge como punto inicial xy = 2.1 muy cercano al punto fijo & = 2. La
Figura 5.1 ilustra esta situacion.

3? mmm

|
y |
25¢ :
|
|
2r i
|
|
1.5F [
|
|
i’
1r ST
p
y=x."
p
.
0.5f .
.
-
-
0 ‘ ‘ R R ‘
0 05 1 15 2 25 3

Figure 5.1. La funcién de iteracién g(x) = x> — 2 es tal
|g'(x)| > 1 en[1, 3], y produce una sucesién divergente.

La 22 funciion de iteracién g(x) = v x + 2 produjo una sucesion
convergente al punto fijo & = 2. En la Secciéon 3.2 se demostr6 que
esta funcién es una contraccion en [1, 3], asi que cualquier punto de
comienzo x, en este intervalo producira, bajo las iteraciones, una
sucesion que converge al punto fijo & = 2. ?‘Si comenzamos con x, = 1,
cudl es el nimero de iteraciones para alcanzar un error menor a 104?
Como

1
Xn— & =107% |xo—x1|=]1-V3|=v3-1, K= ——.
|xn — & |xo — x1| = | | W
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Entonces

(0 ¢
log(1 ; lzf)

2
log(57%)
Asi que podemos tomar n = 8. La Tabla 1 muestra las iteraciones

con precision a 6 cifras decimales, junto con el error y la estimacion
del error. Observese que el error real siempre es menor que la cota

> ~ 7.436

Xn en = |xn - §| 1— lel X0|

1 1 1.029137
1.732051 0.267949 0.297086
1.931852 0.068148 0.085761
1.982890 0.017110 0.024757
1.995718 0.004282 0.007147
1.998930 0.001070 0.002063
1.999732 0.000268 0.000715
1.999933 0.000067 0.000172
1.999983 0.000017 0.000050

Table 1. Iteraciones de g(x) = Vx + 2, el error y la esti-
macién del error.

ONO U W~ O S

n
1-K
numero de iteraciones para alcanzar un error menor que 10~% es 7. La
Figura 5.2 ilustra este ejemplo

|x1 — x0|, como debe de suceder. Ademas, en la practica, el

2
Finalmente, la 32 funcién de iteracién g(x) = 1+ o también produce

una sucesion convergente cuando x, = 2.1. Para saber que rango de
valores puede tomar x( y obtener una sucesién que converja a & = 2
con esta funcion de iteracion hacemos

<lexP>2aex>V20x< V2.

2
g’ (x)| = ‘—xg

Entonces para obtener una sucesion convergente & = 2 basta tomar
Xy > V2. Es decir, la funcion de iteracién es una buena eleccion
si nos restringimos al intervalo [v/2,3]. En este intervalo podemos
tomar x = 1.5, y obtenemos xg = 1.5, x; = 2.333333, x» = 1.85714,
x3 = 2.07692, x4 = 1.96296, ... Observese el caracter alternante de la

2
sucesion alrededor de € = 2. Esto debido a que g'(x) = 2 <0y, en

particular, g’(§) = g’(2) = —0.5. La Figura 5.3 ilustra esta situacion.
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0.5F s

Figure 5.2. La funcién de iteracién g(x) = v/x + 2 produce
una sucesién mondtona convergente.

251

0.5F .

Figure 5.3. La funcién de iteracién g(x) = 1 + 2/x produce
una sucesién alternante convergente.

En general, si g es la funcién de iteracion y ésta es una contraccion
en X, con & € X, se satisfacen las siguientes propiedades para la
sucesion generada por iteracién de punto fijo:
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(1) Cuando g’(x) > 0 para toda x € X. La sucesion x,, es creciente si
X < &. La sucesion x,, es decreciente si xy > E.

(2) Cuando g'(x) < 0 para toda x € X. La sucesion es alternante
alrededor de £ en la forma xp < X» < X3 < ... < E< ... < X5 <
X3 < X1, 0 bien en la forma x; < X3 < X5 < ... < &< ... < X4 <
X2 < Xp.

5.4. Orden de convergencia
TEOREMA 5.4.1. Sea f(x) = 0 una ecuacion no lineal y x = g(x) su
correspondiente ecuacion de punto fijo. Bajo las siguientes condiciones:

(1) g es una contraccion sobre X.
(2) g € YX) (g y g’ son continuas en X).
(3) g es estrictamente mondtona sobre X (g'(x) #0,V x € X).

se tiene que

Sixg # &, entonces x,, 7§, Vn € N,
es decir, el proceso iterativo no puede terminar en un niumero finito de
pasos.

DEMOSTRACION. Una demostracion de este hecho se obtiene supo-
niendo lo contrario, es decir que g(x,) = x, para algin n. Si n es el
primer indice para el cual esto ocurre, entonces

Xn =9g(Xn-1) Y Xn = g(xn) CON Xpn_1 7 Xn.
Luego, por el teorema del valor medio

0 =g(xy) — glxn_1) = g (M)xy — X,_1) cON N entre x, 1y X,

y debe tenerse g’(n) = 0 con n € X, lo cual contradice la hipotesis de
que g'(x) #0Vx € L. O

Comportamiento asintético del error. Una vez hecho lo anterior,
ahora podemos analizar como se comporta el error en el método
iterativo de punto fijo la ir aumentando n:

ens1 = Xns1 — &= gxn) — 98 = g'(Nn)(xn — &) = g'(Nn)en.
Es decir
ens1 = g'(Nn)en  con ny entre x, y .
Como n, esta entre x, y & para cada n, y & es el limite de x,,
necesariamente se tiene que

lim n, = &.

n—oo
Ademas
Jim g () =48,
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por ser g’(x) continua. Asi que

ens1 = g (Nn)en = (g'(€) + €n)en
donde ¢,, — 0 cuando n — oc. Luego

lim £ = g/(8) + lim &, = g'(5).
n—oo en Nn—oo
De aqui que, para valores suficientemente grandes de n (asintoticamen-
te) se tendra que

eni1 ~ g'(E)en .
Esta ultima relacion establece que el error en la iteracion n + 1 depende
(mas o menos) linealmente del error en la iteracion n. Por tanto,
podemos decir que la sucesion {x,} converge linealmente a &, y que
el método de punto fijo es un método con orden de convergencia
lineal o de orden uno. En general, como desconocemos g'(£) no es
posible estimar e, en téminos de e,,. Lo tnico que sabemos es que
en+1 €s igual a una constante (menor que 1) multiplicada por e,, y en
consecuencia e,;1 < éy.

Con el objeto de ilustrar este tipo de convergencia, consideremos
la funcién de iteracion g(x) = vVx+2 en el Ejemplo 3.5. Para esta
funcion g'(¢§) = g’(2) = 0.25, asi que asintOticamente tenemos que
ens1 ~ g'(&e, = 0.25¢,. Es decir, asintoticamente, el error en la
siguiente iteracion es un cuarto del error anterior. La Tabla 2 muestra
que efectivamante asi es.

error exacto 0.25 e,

es =0.001070 — ————
es = 0.000268 0.00026750
ez = 0.000067 0.00006700
eg = 0.000017 0.00001675

Table 2. Error realy error asintético de la sucesién de punto
fijo con funcién de iteracién g(x) = v x + 2.

5.4.1. Definicion del orden de convergencia. Sea {x,} una
sucesion que converge a un numero &, y sea e, = X, — &. Si existe
un numero p > 0, y una constante A # 0 tal que

, |en+1| ~ A,

n—o0 |en‘p

entonces p se denomina el orden de convergencia de la sucesion, y A se
denomina la constante asintdtica del error. Entre mayor sea p, mayor
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sera el orden de convergencia, y la sucesion convergera ‘“mas rapido”
al limite &:
Si p =1, la convergencia se denomina lineal, y asintéticamente
lens1] ~ Aley|.
Si p = 2, la convergencia se denomina cuadratica, y asintéticamente
2
lens1] ~ Alen| .

Por otro lado, si 0 < A < 1 decrece, la sucesion también tendria una
mejor convergencia, pero no tan dramatica como cuando p aumenta.

EJEMPLO 5.4.2. Ya hemos mostrado que la sucesién generada por la
funciéon de iteracién g(x) = v x + 2 converge linealmente al punto fijo
2
2x —1
una sucesion {x,} que aparentemente tiene un orden de convergencia
mayor a uno.

& = 2. Por otro lado, la funcién de iteracion g(x) =

produce

En realidad, esta sucesién converge cuadraticamente al punto fijo
& = 2. Una forma de verificar esto es la siguiente: La convergencia
cuadratica implica que existe A > 0 tal que

lens1| ~ Alen|* para n grande.

Para verificar esto basta con ver que los cocientes |e,.1|/|e,|> producen
un valor aproximadamente constante A ~ 0.3.

5.5. La convergencia cuadratica

En la discusion de convergencia lineal supusimos g’(x) # 0,V x € X,
y en particular g’(£) # 0. Ahora queremos investigar el comportamiento
asintotico del error si g’(§) = 0. Suponiendo ahora que la contraccion g
satisface g € 6%(X), y que g”(x) # 0 ¥V x € X, se puede demostrar que
(1) sixg+#E&, entonces x,, #&, Vn € N
(2) El orden de la convergencia de la sucesion generada por iteracion
de punto fijo es 2.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que e, = x, — & # O,
Vn € N. Supongase lo contrario, y sea n el primer entero para el
cual x,, = £ . Entonces

Xn = g(xXn_1) = glxyn) con X1 # Xp.
Por el teorema de Taylor
g"(cn)
21

con ¢, entre x,_1 y X,. Como g'(x,) =g (&) =0y x,_1 # x,, se debe
cumplir g”’(c,) = 0, lo cual contradice la hipotesis g”(x) # 0 Vx € X.

0=9(xn) — glxn_1) =g (xp)xn — xn_1)+ (Xn — Xn_1).
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Ahora verificamos que bajo las suposiciones anteriores se obtiene
convergencia cuadratica:

1
eni1 = Xni1 — E=9g(xn) —9g& =g @ xn — &+ §g”(9n)(xn - ¥)?

con 0, entre x, y & Dado que g'(§) = 0, se obtiene

1
ens1 = §g”(9n)ei,

Como 6,, — & cuando n — ooy g € 62(X), entonces

, Cn+ 1
lim ‘ n 1| — §|g/l(§)|

n—oo ‘en|2

lo cual implica que la sucesion {x, } converge cuadraticamente al punto
fijo &. Por lo tanto, para valores grandes de n se tiene

1
‘en+l| ~ §|g//(§)| ‘en|2 ,

lo cual muestra que el error en la iteracion n + 1 es proporcional al
cuadrado del error en la iteracion n, con constante de proporcionalidad
igunala A = %| g"(&)| (la constante del error asintotico). O

Una mejor forma para ver el comportamiento de esquemas de
segundo orden es tomar d,, = numero de decimales correctos en la
iteracion n, es decir

len| = |xn — & =107%, con d, > 0.
Entonces
107% = |x,, — & < Alxp_; — [ = A107 %1,

Luego

—dy <logigA —2dy_1.
Por lo tanto

dn > 2dy-1 —1ogA.
Entonces si A < 1, se tiene —log;, A > 0, y el nimero de decimales
correctos en la iteracién n es mayor que el doble de decimales correctos
en la iteracion n — 1. Si A > 1, se sigue cumpliendo que d,, > 2d,_;
para n sufcientemente grande pues en este caso d,, > log A.

EJjEMPLO 5.5.1. Consideremos de nuevo el problema de calcular la
raiz £ = 2 de la funcién f(x) = x> — x — 2. Sabemos que la funcién de
iteracion
x%+2
gx) = % 1
produce una sucesion que converge cuadraticamente a & = 2 cuando
se escoge xo = 2.1. El numero de decimales correctos en la primera
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iteracion es 2 debido a que x; = 2.003125, por lo que el numero de
decimales en la segunda iteracion sera

Como x, = 2.00003, el nimero de decimales correctos en realidad es 4.
La formula predice que el nimero de decimales correctos en la tercera
iteracion sera

ds > 2dy; —1ogp A =8+0.52 =8.52
Pero en realidad se obtiene 11 decimales correctos, pues

x3 = 2.000000000004

Generalizando, podemos describir facilmente los esquemos que
convergen mas rapidamente que los de 22 orden: supéngase que g € 6¥
con k > 2,y que en el punto fijo &

gdoO=9"®=...=g%"®=0,

y que g®(x) #0, Vx € X. Haciendo una expansion en series de Taylor
obtenemos:
(k)

(k)
et = Xni1 — E= gxy) — g(8) = gT(f")(xn -9k = Ir(ewel.
por ser g'(§) = g"(&) = ... = g% V(&) = 0. Por lo tanto
, ‘en+1‘ _ g(k)(f)
Am e T T

Lo cual implica un orden de convergencia k.

5.6. El método de Newton

Puede tenerse la impresion que la discusion de convergencia
cuadraica en la seccion anterior no tiene mucho valor pratico, ya que
en una ecuacion de la forma x = g(x) esperariamos que la condicion
g’ (&) = 0 se satisfaga solo accidentalmente. Sin embargo, mostraremos
que, al menos para funciones diferenciales g, el procedimiento basico
del método de iteracion de punto fijo puede reformularse de tal manera
que llegue a ser cuadraticamente convergente.

El problema general es calcular las raices de f(x) = 0 en algun
intervalo, digamos a < x < b, que llamamos X. Sea ¢(x) una funcién
en 6€M(X) que no tenga raices en X, es decir

0 <|px)| <00, VxeX.
Entonces, la ecuacion

x = g(x) = x — p(x) f(x),
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tiene exactamente las mismas raices que f(x) en [a, b]. Muchos de los
métodos iterativos usuales pueden obtenerse con elecciones especiales
de ¢(x). Por ejemplo, para que el método de iteraciéon de punto fijo
tenga convergencia cuadratica, una de las condiciones es que g'(§) = 0.
Como

g x)=1—@'(x)f(x) — d(x)f'(x),

entonces para que

9@ =1-¢'©f& - d@Of(®=0

se debe tener ¢(&) = 1/f'(£). Por lo tanto, es suficiente con escoger
¢(x)=1/f'(x), y con esta eleccion se obtiene la funcion de iteracion

X
f'x)
Suponiendo f'(x) # 0, Vx € X, el algoritmo que resulta es conocido
como el Método de Newton (también conocido como meétodo de
Newton-Raphson):
Escoger x cercano a &, y determinar la sucesion {x, } por medio de
la relacion de recurrencia

glx)=x

Sfxn)
fxn)’
La convergencia de este método inmediatamente se sigue del teorema
de convergencia cuadratica, dado que se escogio g(x) = x — f(x)/ f'(x)
para satisfacer g’(§) = 0. Sin embargo, como veremos mas adelante, en
general debemos tener x, suficientemente cercano al punto fijo & para
asegurar el éxito del algoritmo.

Xnsl = Xn — =0,1, 2, ...

EJEMPLO 5.6.1. Encontrar al raiz de f(x) = x> — x — 2 en el intervalo
[1, 3] utilizando el método de Newton.

Solucion. El método de Newton para la ecuaciéon correspondiente es:
Dado xo, generar {x, } por medio de

x, _ S
S'(xn)
X2 —xp — 2
2xy — 1
X2 +2
2xy — 1

Xn+l
= xn —

La funcion de iteracion g(x) = x — f(x)/f/(x) = (x* +2)/(2x — 1) es la
misma que en los dos ejemplos anteriores. Esta funciéon satisface
_SOf® 26 -E-2) _

g@ = [FEE  QE-172 0, pues f(§) =0,
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s 2
(E—1)3 3’
L 1 2 _1
?\=|§g (§)|=§=>en+1z?\en=§en para n grande.

Por lo tanto, si comenzamos las iteraciones con xy = 1.5 obtenemos

g"® = pues & = 2,

n Xn Xn 129" (E)|e% = Ae?
0 1.5 0.5

1 2.125 0.125 0.083333

2 2.00480769230769  0.0048077 0.0052083

3 2.00000768001966 0.00000768  0.0000077

4 2.00000000001966 1.97 x 10~!!  1.966 x 10~!1

Observese como el valor asintotico Ae? se aproxima a e,,; cuando n
aumenta. Ademas, dado que el nimero de decimales correctos en la
segunda iteracion es 2, en la tercera iteracion sera

1
d3 > Zdz — lOgIO § ~ 4477

Como en la tercera iteracién dsz = 5, en la cuarta sera aproximadamente
ds > 2d3+0.477 =10.477

y el valor real es d4 = 11.

5.6.1. Interpretacion geométrica del método de Newton. El mé-
todo de Newton tiene una interpretacion geométrica muy sencilla.
Dada la ecuacién f(x) = 0 en una variable, suponiendo conocido la
aproximacién x, alaraiz &, x,,; se calcula como

S(xn)
S'(xn)’

Xn+l = Xn —

es decir

JOen) + (X — xn)f/(xn) =0.
Si reemplazamos Xx,,; por la variable x, obtenemos la funcion y =
S + f(xn)(x — xy), la cual tiene como grafica a la recta tangente
a f(x) en el punto (x,, f(x,)). Asi que x,.1 es la interseccion de esta
recta con el eje x, como se ilustra en la figura siguiente.

El método de Newton es uno de los métodos mas usados para
calcular numericamente raices de ecuaciones no lineales, pues si se
escoge adecuadamente la aproximacioén inicial xq, la sucesion obtenida
por iteracion converge razonablemente rapido a la solucion. Sin
embargo, este es un método denominado local, pues si xy no es
lo suficientemente cercano a & y la funcion f(x) no tiene “buenas
propiedades”, se pueden presentar algunos problemas. El siguiente
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y=1(x)

y=f(xn) + f'(xn)(x—xn)

Figure 5.4. Interpretacién geométrica del método de Newton

ejemplo muestra algunas de las situaciones indeseables en el método
de Newton.

EiempPLO 5.6.2. Considere el problema f(x) = sin(x) = 0 en el
intervalo X = [—1/2, 11/2]. El método de Newton es: dado x; €
[—TT/2, 11/2], generar {x,} por medio de

f(xn) Sil’l(xn)
Xn+l = Xn — =Xn — = x, — tan(xy).
Sf'(xn) cos(xy)
Si escogemos xy = 11/2, entonces x; = —oo. De hecho, si escogemos

Xo cerca de 11/2 6 —711/2, la linea tangente intersecta al eje x fuera del
intervalo y muy lejos del mismo. Por ejemplo, tomando xy = 1.4 se
obtiene x; = —4.3979. Esta situacion se ilustra en la Figura 5.5.

y A
(/2,1)

y = sen

(=n/2,-1)

Figure 5.5. Situaciéon indeseable en el método de Newton:
X1 cae muy lejos de &
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Otro aspecto indeseable es que si escogemos xy = x* tal que
tan(x*) = 2x* (x* =~ 1.1655...),
entonces
X1 = Xg — tan(xg) = X9 — 2Xp = —X
X» = X1 — tan(x;) = —xo — tan(—xg) = X

y entramos dentro de un ciclo obteniendo xy, —xg, X9, —Xo, ... COMO
se ilustra en la Figura 5.6.

(m/2,1)

Figure 5.6. Situacién indeseable en el método de Newton:
ciclo infinito

La primera situacion indeseable se suprime si exigimos que

fla) f(b)
<a—-="-"-<b <b- <b
R 7 R A T
es decir si
fla) Sf(b)
< — <b- —-b< - <
0= ~p@=l—® v a-b=—%g =0
0 equivalentemente si exigimos que
fa) f(b)
<b-a, <b-
P =P Y g =te

La segunda situacién indeseable se suprime si exigimos que la funcion
f(x) no cambie de concavidad en el intervalo, es decir si exigimos

Fx)>0 6 f'(x)<0,VxeX.

Estas observaciones se incorporan para establecer condiciones sufi-
cientes para asegurar la convergencia del método de Newton.
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5.6.2. Teorema de convergencia no-local para el méodo de
Newton. El siguiente teorema resume las observaciones anteriores
especificando condiciones suficientes para que el método de Newton
converja a la raiz independientemente de como se escoja x, dentro del
intervalo [a, b] =

TEOREMA 5.6.3. Sea f € ®(X), y supdngase que f satisface las
siguientes condiciones

(1) fla)f(b) <0,
(2) fl(x)#0,Vx € X,
3) f"x)>00f"x)<0,VxeX

fla) fb)
Y@ Py =P
entonces el método de Newton convergerd la tinica solucion € de f(x) = 0,
para cualquier elemento xy € X = [a, b]

<b-a

La literatura sobre el método de Newton es muy extensa. En
particular, la convergencia puede demostrarse bajo varios conjuntos de
condiciones diferentes a las del teorema anterior. Sin embargo, en este
curso no consdieraremos otro tipo de condiciones.

EIlEmMPLO 5.6.4. El problema que hemos venido considerando, f(x) =
x?> —x — 2 = 0, cumple las condiciones del ejemplo anterior en el
intervalo [1, 3]'

1) f()f3B)=(—2)4) < 0;

(2) flix) = 2x —1>0en]l,3];
3) f'"x)=2>0,Vxell, 3]
(@‘ﬂ” _2o3 S

) 1 f’(3)

5.6.3. Algunas modificaciones del método de Newton. El método
de Newton requiere de la evaluacion de fy f/ en cada iteracion. Mientras
que en muchos problemas el calculo de f’ es trivial, en muchos otro
puede llegar a representar un verdadero problema. Por otro lado, desde
el punto de vista computacional, la precisién alcanzada con el método
de Newton depende de la precision con cual JJ:/((’;)) puede evaluarse. Puede
suceder que f’(x) sea muy pequefio aunque no sea cero, y cualquier
error al calcular f’(x) sera aumentado al dividir por esta cantidad. Por
estas razones, en ocasiones es conveniente considerar otros métodos
que no requieran evaluaciones de f’(x) y que retengan algunas de las
propiedades de convergencia del método de Newton.

Método de la cuerda (Whittaker). Una forma facil de evitar el
calculo de f’(x,) es reemplazar este valor por un valor constante m,
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obteniendo el método
Sxn)
Xnel =Xp — ———.
Suponiendo que x,, es cercano a la raiz &, entre mas cercana sea la
constante m a f/(€) mejor sera el método.

EJEMPLO 5.6.5. Para calcular laraiz E=2de f(x)=x>—x—-2=0
en el intervalo [1, 3] podemos escoger

B 145

m= 2 R

Si tomamos xo = 1, la regla x,.1 = x, — f(xy)/3 produce en
doble precision x; = 1.6666666666667, x, = 1.96296296296296,

x3 =99954275262917, x4 = 1.99999993030828, x5 = 2, y observamos
que en este caso la sucesion converge cuadraticamente.

3.

En realidad, en este ejemplo se obtiene convergencia cuadratica
porqué casualmente m = 3 es igual a f’(2). Sin embargo, en general
el método tiene convergencia lineal, y como ya mencionamos arriba la
convergencia solo serd cercana a la cuadratica cuando m = f/(§). Si
la estimacion de m es buena, la convergencia puede ser muy rapida.
Especialmente en los estados finales del método de Newton no es
necesario recalcular f’(x) en cada paso, y una buena estrategia es
cambiar al método de la cuerda.

Método de la secante. En este caso el valor de la derivada f’(x;,)
en el método de Newton se reemplaza por el cociente de diferencias:

f(xn) - f(Xn—l)

Xp — Xpn-—1
obteniendo la féormula de recurrencia:

Xn—1f(n) — xXnflxn_1)

f(Xn) - f(xn—l)

En el método de la secante debemos encontrar dos iteraciones sucesivas
Xo, X1 antes de empezar a usar la formula de recurrencia. Sin embargo,
solo es necesario evaluar la funcién una vez en cada paso, ya que el valor
anterior f(x,_1) puede retenerse. Esto representa una ventaja sobre el
meétodo de Newton donde forzosamente necesitamos dos evaluaciones,
una para f(x,)y otra para f’(x,).

El orden de convergencia de la sucesion generada por el método de
la secante no puede deducirse por un analisis semejante al de punto
fijo, pues este método no puede expresarse en la forma de punto fijo
Xnt1 = g(xyn). Una investigacion detallada del método muestra que

Xn+1 =
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su orden de convergencia es fraccionario y se encuentra entre 1y 2.
Asintoticamente (Conte-deBoor)

e, 1445
T@ len|? con p= 5

A una convergencia de este tipo se le denomina superlineal

El método de la secante tiene una interpretacion geométrica analoga
a la del método de Newton. El valor x,., representa la interseccion con
el eje x de larecta que pasa por los puntos (x;,,_1, f(xn_1)) V (Xn, f(xn)),
de ahi el nombre de método de la secante. Esto se ilustra en la Figura
5.7.

~ 1.618

|en+1| ~

y=f(xn)+mn (x—xn)

y=1f(x)

Figure 5.7. llustracion geométrica del método de la secante

EiempLO 5.6.6. Utilizar el método de la secante para encontrar la
solucion de f(x) = x2—x—2=0, x €[1, 3] en el intervalo [1, 3].

Solucion. Escogiendo xy = 1, x; = 3, al aplicar el método de la
secante, se obtienen los valores mostrados en la Tabla 3 cuando se
utiliza aritmética de punto flotante de doble precision en el ambiente
MATLAB.

Analizando estos resultados se observa la denominada convergen-
cia superlineal.

5.7. Método de punto fijo para sistemas de ecuaciones

Consideraremos brevemente el caso de sistemas no lineales de
ecuaciones de la forma

fx)=0,
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1/p

1!

n x e ‘ / ,(E) len]?

(error asintotico)
0 1 1
1 3 1
2 1.66666666666667 0.33333333333333
3 1.90909090909091 0.09090909090909 0.08572834524805
4 2.01176470588235 0.01176470588235 0.01047403661108
5 1.99963383376053 3.661662397x10~* 3.830517471x10~*
6 1.99999856948921 1.43051079x10~%  1.39648907x10~
7 2.00000000017462 1.7462x 10710 1.7722x10710
8 2.00000000000000 0 0

Table 3. Resultados obtenidos por el método de la secante.

donde f : R" — R", f = (f1,...,fn).- Es decir, f es una funcion
vectorial con las funciones componentes fi, f, ..., fun, cada una de las
cuales es una funcioén escalar en las variables xi, x2,..., X, : fi(x) =
filx1,x2,...,xy), i=1,---,n. Primero expresamos el anterior sistema
de ecuaciones en la forma de un sistema de ecuaciones de punto fijo

x = g(x),
o bien, escribiendo componente a componente
Xizgi(XI’XZ""lxn)i i=1l 21---;"-

Esperamos que la funcion de iteracion g : R — R" tenga un punto fijo
en un subconjunto X C R™. El algoritmo de iteracion de punto fijo es:
Dado xy € X, generamos la sucesion {xk}iil por medio de

XM= gix®), k=0,1,2,...

k

Estd claro que para cada k, x* es el vector con componentes

Xk ko Xk,

El analisis de los métodos de iteracién de punto fijo para sistemas
es el mismo que aquel para ecuaciones de una variable. La Unica
diferencia es que para los temas de convergencia y error utilizamos
una norma vectorial en lugar del valor absoluto. Por ejemplo, para que
la funcién de iteracién sea una contraccién basta con que en alguna

norma matricial || - ||,

[Jgx)| <K <1, VxeX,
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donde 0 < K < 1 es alguna constante, y Jg(x) la matriz Jacobiana de g

en x € X:
0gi(x)

0x )1§ i, j<n

Jg(x) = <

La anterior es una condicion suficiente y se puede jusificar utilizando
del teorema del valor medio para derivadas:
I9x)—gy)=JfO) (x—y), Vx,y€X, y O0=x+Ay—x),
con 0 < A < 1. En consecuencia
1900 = gl < ITFO)]] [[x = P < K|(x = »)]

Por supuesto, la norma de la matriz Jacobiana es la norma matricial

Figure 5.8. 0 se encuentraentre xy .

inducida por la norma vectorial aplicada a la diferencia x — y y también
agx) —gy).

EJEMPLO 5.7.1. Encontrar una solucién del sistema tres ecuaciones
no lineales con tres incognitas

1

3x71 — cos(xox3) = >

x7 — 81(x2 +0.1)° + senx3 + 1.06 = 0
e 12 4+ 20x3 + om=3 _ 0

en el conjunto X = [—1, 1]3.
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Solucion. La funcion vectorial f(x), x = (x1, x>, x3)T, que define el
sistema de ecuaciones tiene las funciones componentes

1
S, x2,x3) = 3x1 — cos(xaxs) — 5
Solx1,x0,x3) = X‘f—81(x2+0.1)2+senx3+1.06
10t — 3
f30x1,x2,x3) = e 24+ 20x3+ ——— "

Un posible sistema de punto fijo se obtiene despejando x; de la primera
ecuacion, x, de la segunda y x3 de la tercera:

1 1
X1= g cos(x2x3) = g1(x1,x2,X3)
1
Xy = §\/X§ +senx3+1.06 —0.1 = gx(x1,Xx2,Xx3)
1 10m -3
= g5~ oo T )

La matriz Jacobiana de la funcién de iteraciéon

gxl gxz SXS
Jg(x) = 092 092 092
0x1 0x» 0x3
0x; 0x» 0x3
en este caso es
0 —? sen(x,xs) X sen(x,x3)
X 0 COS X3
Jg(x) = 9,/x% + senx; + 1.06 18y/x7 + senxs + 1.06
ie*XLXZ ﬂe*MXZ 0
20 20

Si tomamos X = [—1,1]3, es decir —1 < x1, X2, X3 < 1, entonces la
ecuacion de punto fijo satisface g(X) C X, pues

1 1 1 1
—+ —cos(l) < x; < =+ =cos(0)

6 3 -6 3
- - -
V0 +sen(—1)+ 1.06 L 01<xs< V1 +sen(1) + 1.06 ol
9 9
e 10m—3 e”! 10m-3
— - <x3< - — —

20 60 ST 20 60
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es decir

0.346 < g1(x1, x2, x3) < 0.5
—0.048 < gz(Xl, X0, X3) < 0.089
—0.610 < g3(x1, x2, x3) < —0.492.

Por lo tanto, la funcion de iteracion tiene su imagen dentro de

X = [—1,1]3. Ademas, si consideramos la norma infinito, se obtiene
[|lJg()|| es el maximo de las cantidades
| sen(xx3)| (2] + s |x1| + | cos x3|/2 | e X1%2 (x| + 1xa)
3 9y/x? +senx; +1.06 20
con —1 < x1, x», x3 < 1. Es decir
17900 < méx{z Se;(l), 9\%%, ;g} ~ 0.6804,

de tal forma que g es una contracciéon en X = [—1, 1] con K < 0.6804.
Si tomamos como punto de comienzo xg = (0.2,0.1, —0.1)7, se obtienen

los valores mostrados en la Tabla 4

n X1 X2 X3

0 0.2 0.1 -0.1

1 0.49998333347222 0.01112036535646 -0.52260870926364
2 0.49999437090050 0.00005190019018 -0.52332154714020
3 0.49999999987705 0.00001447284345 -0.52359747812499
4 0.49999999999043 0.00000006935321 -0.52359841377852
5 0.5 0.00000001934170 -0.52359877386447
6 0.5 0.00000000009269 -0.52359877511476
7 0.5 0.00000000002585 -0.52359877559598
8 0.5 0.00000000000012 -0.52359877559765
9 0.5 0.00000000000003 -0.52359877559830
10 0.5 0.0 -0.52359877559830

., . 1
La solucion exacta el sistema es x; = > X, =0,x3=—

Table 4. Resultados de la iteracién de punto fijo.

T
6

5.7.1. Aceleracion de tipo Seidel en las iteraciones. Para sistemas

de ecuaciones puede acelerarse la convergencia del método de punto
fijo utilizando las ultimas estimaciones x¥*1, xk*1, ... x¥*1 en lugar de

xk, xk ..., xk | para calcular x¥*!, para 2 < i < n, como se hace en el
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método de Gauss-Seidel para sistemas lineales. En el ejemplo anterior,
las nueva realcion de recursién al realizar aceleracion del tipo Seidel es:

1 1
k k., k
X1+1 = 6 + § COS(X2X3)

1
Xkl = 5\/(x’f+1)2 +senxX +1.06 — 0.1

1 k+1 . k+1 10” - 3

k+1 —x7 X

X =——e "1 "7 - —
3 20 60

Tomando el mismo punto de comienzo x, = (0.2, 0.1, —0.1)T, se
obtienen los valores mostrados en la Tabla 5. Claramente se observa la
aceleracion de la convergencia.

n X1 X2 X3

0 0.2 0.1 -0.1

1 0.49998333347222 0.02222979355858 -0.52304612619137
2 0.49997746826183 0.00002815366194 -0.52359807179342
3 0.49999999996378 0.00000003762202 -0.52359877465775
4 0.5 0.00000000005028 -0.52359877559704
5 0.5 0.00000000000007 -0.52359877559830
6 0.5 0.0 -0.52359877559830

Table 5. Resultados al aplicar acelacién de tipo Seidel.

5.8. Método Newton para sistemas de ecuaciones

Al igual que en el caso de una variable el método de punto fijo
convergera cuadraticamente si g € 462(X)), y si la matriz Jacobiana es
nula en el punto fijo &, es decir si todas las derivadas parciales 0g;/0x;
evaluadas en el punto fijo son cero. Asimismo, el método de Newton
para sistemas de ecuaciones no lineales f(x) = 0, con f : X — R", se
puede constuir en forma analoga a como lo hicmos en el caso escalar.
En este caso hacemos la eleccion para la funcién de iteracién en la
forma

9x) = x — A(x) f(x),
donde la matriz A(x) € R"*" depende de x € R™. El sistema de
ecuaciones f(x) = 0y el sistema de punto fijo x = g(x) tienen la misma
solucién & si la matriz A(x) es no-singular para toda x del dominio de
f, dado que en este caso

X=9gx) < AX)f(x)=0 < f(x)=0.
Ademas, para que el método sea de segundo orden, se debe satisfacer

0=Jg®=1-A"®f& - A& JfE)=1-AEJf®.
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Para que esto suceda basta pedir A(x) = [Jf(x)]"!, Vx. Con esta
eleccion se tiene
g(x) = x = [JfI ' f(x),

donde Jf(x) debe ser invertible para toda x cerca de la raiz € (al menos).
Por lo tanto, el método de Newton es:

Dado x° cerca de la solucion &, generar la sucesion {xk}ijl por
medio de

K = X = AT M.

Para evadir el costo excesivo la evaluacién de la inversa de Jf(x*) en
cada iteracion, podemos expresar la iteraciéon en la forma

Xk+1 =xk+y,

donde y € R" resuelve el sistema lineal
JfOK)y = —flcb).

Por lo tanto el mayor costo del Método de Newton consiste resolver
un sistema lineal de n ecuaciones con n incdgnitas en cada iteracion.
Podemos utilizar el método de factorizaciéon LU para resolver estos
sistemas lineales.

Si cada una de las funciones fi(x), i =1, 2,...,n tienen segundas
derivadas continuas y ademas Jf(x) es no singular Vx € X, entonces
el método converge cuadraticamente si el punto inicial x° se escoge
suficientemente cercano a la raiz &.

EjempPLO 5.8.1. Consideremos el sistema no lineal de el ejemplo
anterior. La matriz Jacobiana del sistema f(x) =0 es

3 X3 sen(x>x3) X» sen(xpxs)
Jg(x) = 2X1 —162(x> +0.1) COS X3 (5.1)
—Xpe” 1% —x1e” %1% 20

Tomando x; = (0.2, 0,1, —0.1)7, como en los ejemplos anteriores,

obtenemos los resultados mostrados en la Tabla 6. Se observa
claramente la convergencia cuadratica del método.
n X1 X X3
0 0.2 0.1 -0.1
1 0.49986882803679 0.02161464530261 -0.52190738633341
2 0.50001730001008 0.00192386026501 -0.52354815221340
3 0.50000016585639 0.00001819182542 -0.52359829975132
4 0.50000000001512 0.00000000165766 -0.52359877555494
5 0.5 0.0 -0.52359877559830

Table 6. Resultados obtenidos con el método de Newton.



Capitulo 6

Interpolacion Polinomial e
Integracion Numerica

Los polinomios son utilizados como el medio basico de aproxi-
macion de funciones en muchas areas como son:

a) Aproximacion de derivadas e integrales,

b) Soluciéon numeérica de ecuaciones diferenciales e integrales,

¢) Solucion de ecuaciones no lineales,
entre otras, debido a que tienen una estructura muy simple. La inter-
polacion polindmial es un area particular de la teoria de aproximacion
de funciones y, de hecho, es la técnica mas usada para aproximar fun-
ciones, mas ampliamente incluso que los métodos de minimos cuadra-
dos, funciones racionales, funciones trigonométricas y “splines”. El
teorema de aproximacion de Weierstrass garantiza la existencia de un
polinomio que aproxima a una funciéon continua dada con la precision
deseada:

TEOREMA 6.0.2 (Teorema de aproximacion de Weierstrass). Dada
f € %la,bl, para toda ¢ > 0, existe un polinomio p. tal que
|f(xX) — pe(x)] < &, Vx € [a, b].

Geométricamente, el teorema de aproximacion de Weierstrass
establece que para cualquier € > 0 podemos encontrar una franja
con grosor 2¢ alrededor de f(x) sobre [a,b] dentro de la cual se
encuentra un polinomio P, sin importar que tan pequeia sea &.

Sin embargo, este teorema es util solo desde el punto de vista
tedrico, pero no lo es desde el punto de vista computacional, pues
no ofrece un método constructivo para calcular dicho polinomio. Por
tal motivo es necesario recurrir a otras herramientas para contruir
polinomios que aproximen a las funciones.

6.1. Polinomio de Taylor

Una forma de aproximar una funcion “suave” localmente y cerca
de un punto dado xy, es por medio del polinomio de Taylor. Sea I, un
intervalo que contiene x,. Entonces

111
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Ay

=Pe(x
Ancho 2¢ i (@)

y=f(x)

A -
»
a b T

Figure 6.1. Teorema de aproximacion de Weierstrass

Dada la funcion f € %"*1(1,(0), donde I, es un intervalo que contiene
Xo, el polinomio de Taylor de grado n que aproxima f(x) en I, es

(n)
f (|X0)(x X,
n:

Pn(x) = flxo) + f(x0)x — x0) + ...+

El término de error o término complementario de la aproximacién es
f(n+1)(§)
(n+1)

con & entre x y xo. Este error aumenta conforme x se aleja del punto
X0, Yy también si la derivada f™*1(£) es muy grande.

en(x) = f(xX) — pn(x) = (x — x0)"*,

EjEmpLO 6.1.1. El polinomio de Taylor de f(x) = ¢* cerca de xo =0
es

x2 x3 x"
pn(x) = 1+X+§+§+”'+ﬁ’
y el error es
et L
en(x) = e x", con € entre 0y x.

La Figura 6.2 muestra la grafica de la funcién exponencial junto con
la grafica de los polinomios de Taylor de grado 1, 2 y 3 en el intervalo
[—1,1]. Se observa que al aumentar el grado, la aproximacién mejora,
mientras que al aumentar |x| la aproximacion se deteriora en cada caso,
como era de esperarse.
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—_—y= ex
p,(x)

- = —py%)

— = PyX)

6H

1 I I I I I I I
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figure 6.2. Polinomios de Taylor de orden |, 2y 3 para la
funcién exponencial

6.2. Interpolacion de Lagrange

La forma mas usual de aproximar una funciéon dada mediante un
polinomio de interpolacién es por medio del denominado polinomio de
interpolacion de Lagrange. Este polinomio se obtiene resolviendo el
siguiente problema:

Dados n+ 1 puntos distintos xg, X1, ..., Xn Y los valores f(xg), f(x1),
..., f(xy) de una funcion continua f(x) definida en un intervalo |a, b],
encontrar un polinomio p,(x) de grado < n tal que

pn(xj) = fx;), j=0,1,..., n.

Debido a que se deben satisfacer n + 1 condiciones y se deben calcular
n + 1 coeficientes cy, c1, ..., c, que definen al polinomio

Pu(X)=co+C1X+...+CpX",

debemos esperar que el problema tenga una solucién Unica. Anterior-
mente hemos demostrado que, efectivamente, este polinomio es tinico
si los puntos x;, j =0, 1,...,n, son distintos, dado que en este caso
la matriz de Vandermonde es no-singular. En realidad, la existencia y
unicidad no depende de la estructura de la matriz de Vandermonde,
y podemos demostrar que el polinomio existe y es Uinico por otros
medios. Por ejemplo, la unicidad puede demostrarse como sigue:
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Supongase que p,(x)y gn(x) son dos polinomios de grado < n que
interpolan a f(x) en xj, j=0,..., n, es decir

pn(x)) = an(x)) = f(x;), j=0,1,...,7n

Entonces, 7,(x) = pn(x) — qn(x) es un polinomio de grado < n con n+1
raices xg, Xi,..., Xn. Pero cualquier polinomio de grado n con un
numero de raices mayor a n debe ser constante e igual a cero. Por lo
tanto 7,(x) = 0, V x, y en consecuencia p,(x) = gn(x), Vx € [a, b].

Para probar la existencia de tal polinomio basta con construirlo.
Para lograr esto primero construirmos los n+ 1 polinomios de Lagrange
ﬁj(x), j=0,1,..., n,de grado < n. Cada uno de estos polinomios esta
asociado a un nodo. Por ejemplo, el polinomio ¥(x) tiene la propiedad
de que £(x;) =1y {j(xj) =0siijyse puede representar como el
producto

n

£0x) = H (x = xi)

kOk#J(J xk)

Esta claro que se satisface #A,ﬂ(xi) = 0;;. La Figura 6.3 muestra la grafica
de este polinomio cerca de su punto correspondiente x;.

(x.,1)

Figure 6.3. Polinomio basico de Lagrange asociado al punto x;

Una que hemos construido los polinomios de Lagrange, se procede
a construir el polinomio de interpolacion como una combinacion de los
n + 1 polinomios de Lagrange como se indica a continuacion.

n
Pa() =Y f)E(x).
j=0
Claramente este polinomio es de grado < n y satisface

n() = Y fO(x) =D f(xi; = flx), i=1,..., n.
j=0

Jj=0
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Aunque el polinomio de interpolacion es unico, hay varias formas de
representarlo. Una de ellas es la anterior, y se le conoce como la forma
de Lagrange del polinomio de interpolacion.

EiEMpLO 6.2.1. Dado la funcién f(x) definida sobre el intervalo
[a, b]. El polinomio p;(x) de grado < 1 que interpola f(x) en dos
puntos distintos xg y x; del intervalo es
X—X
p1(x) = ' o fxor+ f(xl)
X0 —
Este polinomio tiene como graflca una recta. La Figura 6.4 ilustra esta

situacion.

f(x,)

|

|
Ty=a x,=b

Figure 6.4. Polinomio de interpolacion de Lagrange de grado |.

< 2 y que interpola f(x) tres puntos
distintos xg, X1 y x» = b del intervalo es
(x — x1)(x — x2) (x — x0)(x — x2)
flxo) +
(x0 — x1)(x0 — Xx2) (1 — x0)(x1 — x2)
(x — x0)(x — x1)
X2),
G2 — o)z —x0)?

El polinomio p»(x) de grado <

Sx1)

pa(x) =

el tiene como grafica una parabola como se muestra el la Figura 6.5

6.3. Error en el polinomio de interpolacion

La funcion f(x) y su polinomio de interpolacion coinciden en los
puntos de interpolacion. Sin embargo, también queremos el polinomio
de interpolacion para aproximar la funcion en puntos distintos a puntos
los de interpolacion, asi como estimar la diferencia e, (x) = f(x)— pn(x)
en cualquier x € [a, b]. Sin hipo6tesis adicionales para f(x) no podemos
decir gran cosa sobre el error e,(x). Sin embargo, si suponemos que
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Figure 6.5. Polinomio de interpolacién de Lagrange de grado 2.

f(x) es suficientemente suave, es decir si la funcion tiene suficientes
derivadas continuas, podemos establecer una estimacion del error.

TEOREMA 6.3.1. Si f€""'[a,b] y pn(x) es el polinomio de interpo-
lacion n + 1 puntos distintos xy = a, x1,...,Xn = b, entonces para cada
x € la,b] existe &(x) € I[xqo, X1,...,Xn,X] (el intervalo cerrado mds
pequerio que contiene xg, X1, ..., Xn, X) tal que

CIEW)) o
f0) — pulx) = WW(X) con w(x)= g(x — Xp).

DEMOSTRACION. Si x = x; para algan 0 < i < n, la igualdad se
satisface trivialmente pues ambos lados de son iguales a cero. Asi que
supongase que x # x;,1=0,1,...,n,y sea

f(x) — pnx)
w(x)

Claramente F(t) esta bién definida pues w(x) # 0 ya que x # x;, Vi.
Ademas F(t) es de clase €"*[a, b] y tiene al menos n + 2, a saber xg,
X1,...,Xn, X. Luego F'(t) tiene al menos n+1 ceros, F”'(t) tiene al menos
7 Ceros ,. ..,y FD(t) tiene al menos un cero en [a, b] que llamaremos
&(x). Por lo tanto

Ft) = f(t) — pu(®) — w(t), tela,bl

() — g — 0 - T0) = Pt
0=F""(&x)=f""(&x) -0 w00 m+1).
Se concluye que
n+1
£ — putx) = L ED . 0

(n+ 1)
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EJEMPLO 6.3.2. Cuando se hace interpolacion lineal en los puntos
Xo, X1 la férmula del error es

fx)—pi(x) = @(x — Xo)(x — x1)con &(x) € [xq, x1].
y=|w( z)|
T *
|
| | |
L, £,

Figure 6.6. El punto maximo de |w(x)|

Supopiendo f € C%[a, b, sea M, = max,<x<p | f”(x)|. El punto x* donde
|lw(x)| = |(x — x0)(x — x1)| toma su valor maximo es x* = E(XO +x1) (ver

Figura 6.6 ). Por lo tanto
2

. o P
max |w(x)| = |lw(x*)| = —
a<x<b 4

donde h = x; — x¢. Utilizando estas expresiones se encuentra la
siguiente cota para el error

. M, h* M, ,
_ < e e .
28 f) = a0l < 55 = Sth
es decir y
[£00) = p1(X0)]|oe < ?ZhZ.

Se puede hacer el mismo calculo en el caso de interpolaciéon cuadratica
en xy, X1, X puntos igualmente espaciados, es decir xg, x; =
Xo+ h, xo =x0+ 2h. En este caso se obtiene

(3)
fx)—pa(x) = W(xfx())(xfxl)(xfm) con &(x) € (xo, xo+2h),
es decir Y M
_ -3 _ M3 43
[f(x) = pa(x)]| oo < 5 W]l oo 9\/§h ,
donde M; = méxa<xep [fO0] ¥ W] = ~

33
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EiempPLO 6.3.3. Sea
3 dx
K() = / .
o /1—sen?y —sen?x
Para ciertos valores de 7y medidos en grados se tiene K(1) =

1.5709, K(4) = 1.5727, K(b) = 1.5751. Calcular K(3.5) usando inter-
polacion polinomial cuadratica.

Solucion. Los puntos de interpolacion son yy =1, y; =4, v, = 6. El
polinomio de Lagrange es

=Dy =272 (v — yo)y — »2)
=K K
P2 = K0 = 0 = v T XY O 00 = 0
=)y —x1)
K
) T 0 = )
Por lo tanto
B (3.5 — 4)(3.5 — 6) (3.5 — 1)(3.5 — 6)
p2(3.5) = 1.5703 i-ai-6 " Ga-ha—e
(3.5 —1)(3.5 — 4)
+15751 s
=1.57225

El nimero de operaciones para construir y evaluar el polinomio de
interpolacion en forma de Lagrange es:

a): Para evaluar ¥ i(x) = HZ:O, ke/j m se necesitan 2(n — 1) multi-
plicaciones, 1 divisién, y 2n restas, para cada j. En total se necesi-
tan [2(n—1)+1](n+1) = (2n — 1)(n+1) multiplicaciones/divisiones
y 2n(n + 1) restas.

b): Para evaluar p,(x) = Z?:o f(xj)€ (x) se requieren n + 1 multipli-
caciones, y n sumas.

El nimero total de operaciones es: 2n(n + 1) multiplicaciones/divi-
siones y n(2n + 3) sumas/restas.

6.4. Forma de Newton del polinomio de interpolacion

En ocasiones uno no sabe a ciencia cierta cuantos puntos de
interpolacion usar. Dada esta circunstancia seria deseable calcular los
polinomios de interpolacion py(x), p1(x), p2(x),... en forma sucesiva
aumentando el nimero de puntos de interpolacién hasta obtener una
aproximacion p,(x) satisfactoria para la funcion f(x). En un proceso
de este tipo el uso de la forma de Lagrange no es adecuada pues no es
posible utilizar ninguna ventaja obvia del polinomio anterior py_; para
construir el siguiente py(x). Para este y otros propositos, la forma de
Newton del polinomio de interpolacién es mejor. En esta forma, dada la
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funcion f(x) y los puntos de interpolacion xq, x1,..., X, €l polinomio
de interpolacién p,(x) se expresa utilizando los primeros n puntos de
interpolacién x, x1,..., Xn—1 cOmo centros para escribir

Pn(x) = ag + a,(x — xp)+az(x — xo)(x — x1) + ...

+ an(x — xp)(x — x1) ... (x — xp_1)

es decir
n j—1
pn(x) =agp + Z aj H(X - Xk),
=1 k=0
donde agy, ai,..., a, son coeficientes a determinar. Antes de abordar

el calculo de estos coeficientes estudiaremos algunas propiedades
de esta forma de representar el polinomio de interpolaciéon. Estas
propiedades nos permitiran verificar que esta representacion permite
la construccién de un polinomio de interpolacion de grado k a partir
del de grado menor k — 1.

Sea gy(x) la suma de los primeros k + 1 términos de p,(x), es decir

qr(x) = ag + a1(x — xp)+ax(x — x)(x — x1) +...
+ap(x — xo)(x — x1) ... (x — Xr_1)
Entonces los términos restantes de p,(x) tienen como factor comun el
producto
(X—Xo)(X—Xl)...(X—Xk).
Asi que
Pn(x) = qi(x) + (x — x0)(x — x1) ... (x — x)7(x)
donde 7(x) es un polinomio de grado < n — (k + 1). Ademas qx(x)

interpola f(x) en los puntos xg, x1,..., Xk, pues
ak(x;) = palx)) — (xj — x0)x; — x1) ... (X — xXp)7(x)
= palxj) si0O<j<k
= flx))
Entonces gi(x) es el inico polinomio de interpolacion py(x) para f(x)
en xo, X1,..., Xk, y podemos escribir

pr(x) = qi(x) + (x — x0)(x — x1) ... (x — x3) ¥(x),
y con k =n — 1, obtenemos
Pn(x) = Pr_1(x) + an(x — xp)(x — x1) ... (x — xXp_1)

Entonces, el polinomio de interpolacion p,(x) puede construirse paso
a paso construyendo la sucesién de polinomios de interpolacion py(x),
P1(x),..., pn(x), donde pi(x) se construye de pr_;(x) agregando el
siguiente término en la forma de Newton , el cual es

ag(x — xo)(x — x1) ... (x — Xp_1).
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6.4.1. Calculo de los coeficientes ag, ai,...,a,. Observese que
cada coeficiente ay es el coeficiente principal del polinomio p(x) que
interpola a f(x) en los puntos xg, x1,...,Xr. Ademas este coeficiente
depende de los puntos y los valores de f(x) en estos puntos pues

f(x0) = po(xo) = ao
Sfx1) = p1(x1) = f(x0) + ai(x1 — xo)
L= flx1) — f(xo)
X1 — Xo
f(x2) = pa(x2) = p1(x2) + az(x2 — x0)(x2 — X1)
fx2) — p1(x2)
(x2 — x0)(x2 — x1)

=a

= day =

JOc) = prlxi) = pr—10i) + ar(xy — xo)(xk — x1) ... (XX, — Xx—1)
Sxr) — pr—1(x)

= ag = —
H§=01(Xk - Xj)
Para indicar la dependencia de a; de xo, Xx1,...,Xr Y f(x0),
Sfx1), ..., f(xy) escribimos

ay = flxo, x1,..., xx].

Esta expresion se denomina la k--ésima diferencia dividida de f(x)
en los puntos xy, Xxi1,..., Xk, V es igual al coeficiente principal del
polinomio que interpola f(x) en dichos puntos.

Podemos encontrar una forma mas conveniente de calcular las
diferencias divididas, en lugar del método recursivo anterior. Sabemos
que

ao = f(xo) = flxol
a; = M = f[XOJXI]
X1 — Xo

Las diferencias de orden mayor pueden construirse utilizando la
formula

_ SIxa e xil] = flxo, - Xk
(xx — x0)
La validez de esta ultima formula viene dada por el siguiente argumento
debido a Neville:
Supongase que la formula se ha obtenido para diferencias divididas
hasta el orden k — 1, y considerense los puntos X, Xi,...,Xk-
Sea py_1(x) el polinomio de grado < k — 1 que interpola f(x) en

ak Ef[xo,x1,...,Xk]
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X0y X1y--+y Xk—1, ¥ S€a qi_1(x) el polinomio de grado < k — 1 que
interpola f(x) en x1, x»,..., Xx como se muestra en la Figura 6.7.
q..(z)
_IAA
I 4 T
| | | |
| | 0o o | |
x, T, Ly, Ty,
QU B
Y
P ()

Figure 6.7. Polinomios en el argumento de Neville.

Luego, el polinomio

X — Xo Xy — X
(X)= ——— Q1) + ———pr_1(x),
p xk—x()Qk 1 Xk—xopk 1
es un polinomio de grado < k. Ademas se puede verificar directamente
que este polinomio interpola f(x) en los puntos xj, Xi,..., Xg.

Por unicidad en el polinomio de interpolacion, py(x) = p(x), v en
consecuencia

_ X — Xo _ X — Xk
pr(x) = po—— qi—1(x) Xi—xo Pi—1(x).

Claramente
coef. principal de gx_; coef. principal de py_;

coef. principal de py, =

Xk — Xo Xk — Xo
Es decir
X1yeeo, Xkl — flxo, ..., Xk—
f[Xo,X1,---,Xk]=f[ 1 k] — flxo k—1]
(xx — Xo)
Resumiendo, la forma de Newton del polinomio de interpolacion en
los puntos xg, x1,..., X, para f(x) es
pu(x) = f(xo)+ flxo, x11(x — x0) + flx0, X1, X21(x — X0)(x — x1) +...
+f[x0, X1, ..., Xpl(x — X0) ... (X — Xp_1)
n k—1
= f(x0)+Zf[x0, ey Xk H(x - X;j)
k=1 =0
donde
SIx0, X150, Xkl = S, Xid = flXoy s Xi] , k=1,2,..., n.

(xx — x0)
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Esta ulltima expresion se utiliza para generar las diferencias divididas en
forma simple por medio de una tabla denominada ‘“tabla de diferencias
divididas”. Por ejemplo, para el caso n = 3, esta tabla queda de la
siguiente manera

x S iR Sl Floyey ey ]
xo f(xo0)
] = 000 = o)
X1 — Xo
x1 f(x1) Flxo, x1, x2] = flx1, x21 — flxo, x1]
X2 — Xo
Flor, 3] = LX) = S0 o o]
X2 — X1
x2 flx2) Flx1, x2, %3] = flx2, x3] — flx1, x2]
X3 — X1
o] 000 = )
X3 — X2
x3 f(x3)
donde

Sflx1, x2, x3] = flxo, X1, X2]
X3 — X0

Slxo,x1,x2,x3] =

EJEMPLO 6.4.1. Consideremos de nuevo el ejemplo anterior, donde
K(1) = 1.5709, K4) = 1.5727 y K(6) = 1.5751. Calcular K(3.5) con
interpolacion cuadratica utilizando la forma de Newton.

Solucion. Primero calculamos la tabla de diferencias divididas:

Yy Kl Kl K[,
1 1.5709
1.572‘71:%.5709 =0.0006
4 1.5727 0:0012-0.0006 — 0,00012

1.5751—1.5727 6=t

6 1.5751

Después, tomamos los coeficientes en la diagonal superior (en negrita)
para construir el polinomio de interpolacion:

p2(y) = KQ1)+KI[1,4](y — 1) +K[1,4,6](y — 1)(y — 4)
1.5709 + 0.0006(y — 1) + 0.00012(y — 1)(y — 4),

y evaluamos directamente en y = 3.5:
p2(3.5) = 1.5709 + 0.0006(3.5 — 1) + 0.00012(3.5 — 1)(3.5 — 4) = 1.57225

Este resultado coincide con el encontrado con el polinomio de interpo-
lacién en forma de Lagrange.
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6.4.2. Numero de operaciones en la forma de Newton. Para hacer
interpolacion en la forma de Newton se requieren

a) 2 restas y 1 division para evaluar cada una de las n(n + 1)/2 dife-
rencias divididas. Es decir, se requieren n(n+1) restasy n(n+1)/2
disiones.

b) n(n+1)/2 +n sumas y n(n + 1)/2 multiplicaciones para evaluar el
polinomio.

Luego, el namero total de operaciones es

nmn+1) [3(n+1)
— —Ctn=n|—-+

1
nmn+1)+ >

+ 1} sumas/restas

nn+1 nn+1
( 5 )+ ( 5 ) = n(n + 1) multiplicaciones/divisiones

El nimero de operaciones para evaluar el polinomio puede reducirse
expresando el polinomio de interpolacion de Newton en forma anidada:

Pn(X) = ap+a(x — xg)+az(x — xo)(x — x1) + az(x — x0)(x — x1)(x — x2)
+.. o+t an(c —x0)x —x1)...(x — xpn_1)
=dp + (x — xo)lar + ax(x — x1) + az(x — x1)(x — x2)
+...tap(x —x1)...(x — xpn_1)]
= ag + (x — xp)la; + (x — x1)laz + az(x — x2)

+ootanx —x2). .. (x — xu_]l

=ag + (x — xo)la; + (x — xla, + (x — x2)las
+oooH (X = xplan—1 + anlx — xp_1)]...]l

cuya evaluacion toma n multiplicaciones y 2n sumas. Asi que para
calcular p,(x) y evaluarlo se requieren en total

nm+1)+2n = mn(n+3)sumasy
nmn+1) n+3 e
— +n = n(T) multiplicaciones
El algoritmo para evaluar el polinomio en forma anidada se puede
escribir de la siguiente manera:

Algoritmo para evaluar p,(z) A, = d,
Parak=n—-1, n—2,..., 0 hacer
Ag = ag + Apa(Z — xy)
Fin
Entonces p,(z) = Ag. Los coeficientes a, son las correspondientes
diferencias divididas f[xg, x1, ..., Xkl
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EJEMPLO 6.4.2. Con este algoritmo, la evaluacion del polinomio en
el ejemplo anterior se escribe

Ay a; = 0.00012

Ay a; + Az(3.5 — x1) = 0.0006 + 0.00012(3.5 — 4) = 0.00054

Ag = ap+A(3.5—x0)=1.5709 + 0.00054(3.5 — 1) = 1.57225

Por lo tanto p»(3.5) = 1.57225.

6.4.3. Interpolacion en un numero creciente de puntos. Si cono-
cemos el polinomio de interpolacion p,(x) de f(x) en xq¢, X1,..., Xn, V
agregamos un punto adicional x,,, entonces, como ya hemos anterior-
mente, el polinomio p,.1(x) que interpola f(x) en x¢, X1,..., Xn, Xni1
es

P (X) = pru(x) + flx0, X1, .o, Xna (X — X)X — x1) ... (X — Xxp).

EJEMPLO 6.4.3. Anteriormente hemos encontrado el polinomio de
grado dos que interpola K(y) en y =1, 4, 6. Si agregamos el valor
K[0] = 1.5708, obtenemos la tabla:

v K[] K[, ] K[, -, -] K[, - -]

1 1.5709
0.0006
4 1.5727 0.00012
0.0012 -0.000001
6 1.5751 0.000121
0.000717
0 1.5708

Por lo tanto, el polinomio p3(y) que interpola K(y) en vy =1, 4, 6, 0, es
p3(¥) = p2(¥) +K[1,4,6,01(y — (v — 4)(y — 6),

y su valor en y = 3.5 es
p3(3.5) = p2(3.5) + (—0.000001)(2.5)(—0.5)(—2.5)

=1.57225 — 0.000003125
=1.5722469

6.4.4. El error del polinomio en forma de Newton. Sea f(x)
definida en [a, b] vy pn(x) el polinomio que interpola a f(x) en los
puntos xo, Xi,..., Xn. Consideremos X un punto en [a, b] distinto
de los puntos de interpolacion x;, i = 0, 1,..., 1, y sea pns1(x) el
polinomio que interpola f(x) en los puntos xg, x1,..., X,, X, entonces

Pns1(X) = pn() + flxo, . . ., Xn, X]w(x),
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donde w(x) = (x — xp)...(x — x5,). Asi que

f(y) = anrl(y) = pn(y) + f[XOI L | Xnay]w(y)
es decir
en(y) = f(y) - pn(f) = f[XOI R | xn; y]u}(y)
En general, para toda x en [a, b]
en(x) = f(x) — pu(x) = flxo, ..., Xn, xJw(x).

Anteriormente encontramos, en el analisis del error del polinomio de
la forma de Lagrange, que si f € C"*'[a, b), entonces

D (E(x))
en(x) = f(x) — pulx) = %W(X), con &(x) € Ijx,...x
Comparando las dos ultimas expresiones arriba, hemos encontrado que

si f € C"|a, b], entonces

SDEX)

f[XO!"'!XTL!X]z (n+1)'

SOE)
(k)!

flxo, ..., xx] = con & € Iix,,..x - (6.1)

6.5. Integracion Numérica

6.5.1. Formulas de Newton--Cotes. Nuestro objetivo es estimar
la integral de una funcion f(x) sobre un intervalo dado [a, b],
especialmente cuando esta integral no puede calcularse analiticamente
o cuando solo se conocen valores de f en un numero finito de
puntos. Una de las estrategias para aproximar esta integral consiste en
aproximar f(x) por el polinomio py(x) que interpola f en los puntos
conocidos Xy, ..., Xy del intervalo. Entonces

b b
/ Sf(x)dx ~ / pr(x)dx

Si utilizamos la forma de Lagrange del polinomio de interpolacion
k

prx) =Y flxjlx)

=0
obtenemos

b k b
/ Sfx)dx ~ ZWJf(XJ) con wj= / i (x)dx.
a 7=0 a

Entonces, la integral de f(x) sobre [a, b] se aproxima por medio de un
promedio pesado de valores de f(x) en los puntos de interpolacién, en
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donde los pesos w; son las integrales de las funciones de Lagrange
£j(x). A estas formulas de integracion numeérica se les conoce
como de Newton-Cotes. Por supuesto, también podemos realizar
la aproximacion utilizando la forma de Newton del polinomio de
interpolacion

k Jj—1
pr(x) = f(xo) + > flxo,. ., xj1 [ Jox = ).
1 1-0
En este caso obtenemos

pi-1

b k
/ fx)dx ~ (b — a)f(xg) + Zf[xo, .. .,xj]/ H(x —x))dx.
a j=1 a =0

6.5.2. El error en las formulas de integracion de Newton-Cotes.
Como vimos anteriormente, el error en el polinomio de interpolacion
en forma de Newton es para toda x € I[xg, x1,...,Xk] €S

k

er(x) = f(20) = pr(x) = f1x0, - ., Xpeo XWpea1 (%), con wy1 (30) = | [l —x;).
j=0

Luego, el error en la integracion numérica es:

b b
e:/ ek(x)dx=/ fIx0, ..., Xk, XWie (x)dx.

El calculo de esta ultima integral puede ser complicado. Sin embargo,
puede simplificarse si consideramos dos casos:

e 1% caso: Si wy,1(x) es de un solo signo en [a, b], es decir si
fab Wi (X)dx > 00 fah Wi (x)dx < 0, entonces

b
e=f[xo,...,xk,§]/ Wi (x)dx con & € (a,Db).

e 22 caso: Si f: Wi (x)dx = 0, entonces se puede introducir un
punto adicional x;,; para que wy,»(x) = Wi (X)X — xi41) sea de
un solo signo en [a, b]. Si esto es posible, entonces

b
€:f[xo,---,Xk+1.§]/ Wia2(X)dx

DEMOSTRACION. 1¢¢ caso: f[xq,..., Xk, x] es una funciéon continua
de x en [a, b] y toma sus valores maximo M y minimo m en el intervalo

m < flxo,..., Xk, x] <M.
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. b .
Suponiendo fa Wi (x)dx > 0, Y x € [a, b], se obtiene

b b b
M/ wku(x)dxé/ wk+1(X)f[xO,...,xk,x]dxSM/ Wi (x)dx .
a a a

Por lo tanto

b
W1 () flx0, ..., Xk, XldXx
mgf“ k+1(b)f[0 k> X1 <
[, Wi (x)dx
Por el teorema del valor intermedio para funciones continuas, debe
existir un & en [a, b] tal que
b
ftl wk+1(x)f[X0| ey Xk,x]dx
b
[ Wi ()dx

de donde se sigue la expresion para el error. Se obtiene la misma
expresion suponiendo f: Wir1(x)dx <0, Vx € |a, b].

Sflxo, ..., xx, &l =

22 caso: Sea xi,; un punto adicional a xq, ..., xx. Entonces
SIx0, o Xy Xpa1, X1 = fIXke15 X0 -+ 05 Xy X]
_ Slxo, - Xk, X1 = flXpaa, Xo, - -+, Xk
- X — Xkl
= flXo, .-+, Xky X1 = fIXks1, X0, - - 5 Xl + f1X05 - - 5 Xpy Xpa1, XI0OC — Xga1) -
Luego

b
e=/ SIxo, .., Xplwier () dx

b b
=f[xk+1ax0,---;Xk]/wkﬂ(x) dx +/ SIxo0, .oy Xk, Xia1, X W2 (x) dx.
a a

La primera integral en la ultima expresion es cero por hipotesis.
Ademas, si se escoge xy,1 de tal manera que Wy, »(X) = W1 (X)X — Xks1)
sea de un solo signo en [a, b], entonces se obtiene la expresion para el
error:

b
e= f[x()’ wony Xky Xktls g] / wk+2(x)dx
(I

Nota. En caso de que la funcién f(x) sea suficientemente suave, cada
diferencia dividida es igual a una derivada del mismo orden dividida
por un factorial. Tomando en cuenta esta propiedad, se obtienen las
siguientes expresiones para el error en la integracion numeérica:

e Caso 1: Si wy,1(x) es de un solo signo en [a, b], entonces

b (k+1) b
e =f[xo,...,xk,§]/ Wi (X)dx = %/ Wi (X)dx .
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e Caso 2: Si f; Wi (x)dx = 0, se introduce un punto adicional xj,q
tal que wy,2(x) = Wi (X)(x — Xk41) Sea de un solo signo en [a, b], y

f(k+2)(n) b

(k+2) J,

Observese que el error en este caso tiene un orden mayor que el del
caso 1.

Wi2(x)dx .

b
e:f[X01"'!xk+11 g]/ wk+2(x)dx:

6.5.3. Formulas de integracion numérica mas comunes. Consid-
eraremos las reglas de Newton--Cotes mas utilizadas en la practica:

(1) Regla del rectangulo.
Consideremos un solo punto de interpolacion x,, es decir
k = 0. En este caso f(x) se aproxima por el polinomio constante
po(x) = f(xo), y la integral de f(x) se aproxima por

b b
/ Feodx ~ / Flxo)dx = (b — a)f(xo).
Si se escoge x = a, entonces
b
/ fx)dx =~ (b —a)f(a).

Como w;(x) = (x — a) es de un solo signo en [a, b] y el error en
este caso es

b b (b o a)Z
e = flxo, €l / wy(dx = fla, €] / (¢~ aydx = fla, 8"
con € en [a, b]. Suponiendo f € C![a, b], podemos expresar el error
en la forma ,
e= fé”)(b —ay

(2) Regla del trapecio.
Considermos dos puntos de interpolacion xy y x;, es decir
k = 1. En este caso f(x) se aproxima por el polinomio lineal

p1(x) = f(xo) + flxo, x11(x — x0),

y la integral de f(x) sobre el intervalo [a, b] se aproxima por

b
/ {f(x0) + flxo, x11(x — x0) }dx

= flxo)b — a) + M{(b — x0)® — (@ — xo)*}.

Si se escoge xo = a, x; = b, laregla de cuadratura es

b
/ flx)dx ~ b—a

> {f(a)+ f(b)}.
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Ademas wy(x) = (x — a)(x — b) < 0 es de un solo signo en [a, b]
(ver Fig. 6.8). Luego el error en este caso se obtiene de

=a =b
*0 *1

Figure 6.8. El polinomio cuadratico w(x)

b b
e=f[Xo,x1,§]/ wZ(X)dX=f[a,b,§]/ (x — a)(x — b)dx

— b)3
= f[ll, l’), E]%,
con £ en [a, b). Suponiendo f € C?[a, b], entonces
e= —fz(n)(b —a)®, nenla,bl
12 ’ T

(3) Regla de Simpson.
Consideremos tres puntos de interpolacion xgp, X1 y X», es
decir k = 2. En este caso el polinomio de interpolacion para f(x) es

p2(x) = f(xo) + flxo, x11(x — x0) + flx0, X1, x21(x — X0)(x — x1).

. . a+b
Si elegimos xg = a, x1 = b, x» = — entonces la regla de
cuadratura es

b b
/ Feodx ~ / pa(x)dx

—a)? _1)3
_ @b -+ fla,p P L f [a, b, ‘“b} @-by
2 2 6
b— b
- (f(a) +4f(“;)+f(b))
. a+b
En este caso se tiene que ws3(x) = (x — a)(x — b)(x — T)’ el cual

satisface (ver Figura 6.9)

b
/ ws(x)dx = 0.

.. . a+b
Si introducimos x3 =

como punto adicional entonces
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/—\ |
T
o W}% B

Figure 6.9. El polinomio clbico w3(x)

ws(x) = (x — @)x — b)(x — “T”’V <0,

es de un solo signo en [a, b]. Por lo tanto

b 2
e—f[ab a;b,a;bf}/(x—a)(x—b)(x—a;b) dx

a+b a+b 4 [b—a\’ F4m) (b—a\’
:f[“’b'z'zf} (15( 2 )>= 90 < 2 ) ’

donde n € [a,b]. En la ultima igualdad hemos supuesto que
f eCa,bl.
(4) Regla del punto medio.
En este caso volvemos a considerar un solo punto de in-

terpolacién, pero ahora tomamos el punto medio del intervalo:

a+b
X0 = — Luego

f(x)zpo<x)=f(“;b>

y la regla de cuadratura es

/ Foodx ~ f<“+b><b—a).

Ademas (ver Figura 6.10)

/w1 dxw/(xfaer x=0.

Si tomamos x; = 2 como punto adicional, entonces la

funcion wo(x) = (x — “Ter)z es de un solo signo en [a, b], y

2 2(
e—f[Xo,XhE]/ wz(X)dX—f(n) < a+b> dx = f (bf )’
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(a+h) /2 b

Figure 6.10. El polinomio lineal w;(x)

EJEMPLO 6.5.1. Consideremos la integral I = fol e dx, cuyo valor
exacto a ocho cifras decimales es 0.74682413. Aplicando las reglas

de integracion anteriores, con a = 0, b = 1, aTer = 0.5, f(a) = 1,
fb)y=e1, f(aTw) = e~ 14 obtenemos
REGLA DE CUADRATURA RESULTADO
Rectangulo I~b—-a)f(a) = 1
Punto medio I~ (b- a)f(a J2r b) = 0.7788007
Trapecio 1~ > YD fa) + fb) —  0.6839397
Simpson 1~ - D fay+ af> ; by f) = 07471804

Los errores obtenidos con cada regla son
REGLA ERROR REAL ESTIMACION DEL ERROR

f2(§) (b —a)®> <0.4288819

Rectangulo 0.25318

| £"® 3
Punto medio 0.03198 >4 (b —a)’ <0.0833333
. f(® 3
Trapecio 0.06288 - (b —a)’ <0.166666

4 b— 5
Simpson 3.6 x 10~* ‘_fgg) ( 5 a) <4.16661073
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6.6. Reglas compuestas de integracion

Las estimaciones de I = f: f(x)dx presentadas anteriormente
no producen una buena aproximacion, particularmente cuando el
intervalo [a, b] es grande. Introducir mas puntos de interpolacién para
compensar el aumento en el tamano del intervalo no es conveniente
pues la acumulacién del error debido a que el término wj.1(x) =
H;L:O(x — x;) es cada vez mayor conforme n aumenta. La alternativa
practica es dividir [a, b] en un conjunto de subintervalos pequeiios y
aplicar las reglas simples de integracion numeérica en cada uno de estos
subintervalos.

Sea f(x) definida e integrable sobre [a,b]. Consideremos una
—a

subdivision de [a, b] en n subintervalos iguales de longitud h =
como se ilustra en la Figura 6.11, y sean

xi=a+ih,i=0,1,..., n

n-1
Figure 6.1 1. Subdivisi¥sn del intervalo en 1 subintervalos.

Esta claro que xo = a, x,, = b. Entonces

b n Xi
/ fx)dx = Z/ flx)dx
a i=1 Y Xi-1

y las integrales delante de la sumatoria se aproximan utilizando las
reglas simples en cada subintervalo.

(1) Regla del trapecio Compuesta Paracadai=1, 2,..., n, se tiene

/ Cfeodx = R {fxi 1>+f<xl}—f (‘5 ,

para algun &; € [x;_1, x;]|. Entonces

b h n
/a oo = 3 31 o)~ 1 Zf”(&

h n—1
= S1fx0) +2 ) fl) + flew] = 5 Zf”(g

i=1
La ultima sumatoria se puede simplificar cuando f € C?a,b],
pues en este caso

m< f'(&) <M paracadai=1,...,n,
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en donde

m= min f"(x M= max f"(x).
agxgbf( )y agxghf( )

Asi que

<M.

m < Zizl f”(gi)
n

Por el teorema del valor intermedio aplicado a la funcién continua
f"(x) sobre [a, b], existe € en [a, b] tal que

1"gy Z:l: S (&)
S @)= 1?

es decir
n
nf'© =y f'€
i=1
Por lo tanto, el término del error en la regla de cuadratura es

h? 1" _ h? 17
*ﬁnf &= —E(b—a)f ®

pues nh = b — a. Resumiendo, la regla del trapecio compuesta es

b n—1
/a Frodx ~ g[f(xO) +2 le Fle) + foen)]

y la expresion del error es
b—
12

Regla de Simpson compuesta
Sabemos que paracadai=1, 2,..., n

) n YE) (h >
[ fodx =g [Foci0) +4f )+ flx] - fg(g ) <2> |

donde hemos usado la notacion
Xi—1+Xi
xi_% = f .
Sumando de i = 1 a i = n obtenemos

b h n 1 h 5 n .
/a Jdx = 6;[f(xifl)+4f(x'_%)+f(xi)] - 90<2> ;f (&)

af//(g)hZ

e=—

n—1 n
= % [f(XO) +2 Zf(Xi)+4Zf(xi—;)+f(Xn)1

i=1 i=1

b—a . (h\*
~ 180 f (51’)(2) ,




134 6. INTERPOLACION POLINOMIAL E INTEGRACION NUMERICA

en donde en el término del error hemos utilizado un argumento
similar al utilizado en la regla del trapecio:

n

Suponiendo f € C%[a, b] : Zf4(§i) =nf®),

i=1
para algun € en [a, b].
EJEMPLO 6.6.1. Estimar el nimero de subintervalos en los que hay

que dividir el intervalo [0, 1] para que la regla compuesta del trapecio
calcule fol e~ dx con un valor correcto a 6 digitos.

Solucion. El error en la regla de trapecio es

2

h 1" _ h? 1" _
~35b—af'® = 5@ =

1

- 12”2 f”(g)

1
cona=0,b=1,yh-= . Entonces debemos pedir que

1
12n?

Como no conocemos &, basta con calcular

|f"(®) <107°.

M= 0213?1 LF" (&)

y despues determinar n tal que

1
M<1076,
12n2 " — 0

Pero f”(x) = =X (4x% — 2) es creciente en 0 < x <1, pues f"(x) =
4xe*x2(3 — 2x?%) > 0 en el mismo intervalo. Luego el maximo de |f"(x)|
debe tomarse en x =0 6 en x = 1, asi que

M = max{|f"(0)], | f"()[} = max{2, 2¢~'} =2,

2 < 107%. Es decir

106
>4/ — ~ 408
"=\

El valor n = 408 subintervalos es realmente una sobre--estimacion del
numero necesario ya que estamos usando M = max{|f"(x)| : 0 < x < 1}
en lugar de |f”(§)|. A continuacion mostramos los valores obtenidos
usando diferentes valores de n.

y n debe ser tal que

12n2
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n 1 error Estimacion del error
50 0.74679961 2.452 x 10°° 6.67 x 10~
100 0.74681800 6.13 x 1076 1.67 x 1073
200 0.74682260 1.53 x 10~ 417 x 1076
400 0.74682375 3.8 x 1077 1.04 x 1076
800 0.74682404 9x 108 2.6 x 107

Notese que con n = 400 subintervalos ya se obtiene un error menor a
10-5. En la tabla de arriba la estimacion del error es
b b—a Mh? M 2 1

—a z 1/ 2 2
-« h? = Mh? = - .
5 (X [f7()] 2 12 12n2  12n2  6n?

Con el objeto de comparar hacemos lo mismo con el método de
Simpson.

4
1 i h*  12h* 1 _6
= <1077,
180 (§)< ) < 180 MWW = 150 % 16 ~ 2a0ms =
en donde maxo<x<1 | f4(x)| = 12. Por lo tanto
106
>0 &
=\ 50~

y, como era de esperarse, este resultado muestra un aumento dramatico
en la precision cuando se utiliza el método de Simpson. A continuacion
mostramos los resultados para diferentes valores de n

n I error Estimacion del error
2 0.74685538 3.125 x 10> 2.604 x 1074
4 0.74682612 1.99 x 106 1.628 x 10>
6 0.74682452 3.96 x 107 3.215 x 1076
8 0.74682426 1.27 x 1077 1.017 x 1076
22 0.74682413 4.99 x 1079 1.780 x 108
en donde la estimacion del error se obtuvo por medio de
—a @ 1
Tso IS x)| T 240nt

6.7. Formulas de cuadratura de Gauss

Todas las reglas de integracion numeérica que hemos obtenido son
de la forma

b
/ S)dx = wo flxo) + wiflx1) + ...+ wnflxn) (6.2)

donde xg, x1,..., X, son puntos de interpolacion y wy, wq,...
son pesos tales que Z?:o w;/(b —a) =

’ wn
1. Si se escogen los w; como
b , . .
wi = fa {i(x)dx, donde £;(x) es el polinomio de Lagrange asociado al
punto Xx;, entonces la regla es exacta al menos para polinomios de
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grado n. Sin embargo, es posible hacer que la regla sea exacta para
polinomio de grado 2n + 1 si se escogen los puntos xg, Xx1,..., X, de
manera apropiada, y no igualmente separados como lo hemos hecho
hasta ahora. Esta es la idea basica de las reglas de cuadratura de Gauss.

Como los valores wy, wy,..., Wy, se escogen de manera arbitraria
y los puntos xg, x1,..., X, tienen como Unica restriccion que f(x) este
definida en ellos, entonces hay 2n + 2 parametros (grados de libertad)
involucrados. Dado que los polinomios de grado 2n+1 contienen 2n+2
coeficientes, entonces esta es la clase de polinomios de mayor grado
para los cuales se espera que la féormula (6.2) arriba sea exacta.

Primero discutiremos brevemente el concepto de conjunto ortogo-
nal de funciones.

DEFINICION 6.7.1. El conjunto de funciones ¢o(x), ¢1(x),..., Pn(x),
es un conjunto ortogonal en [a, b] con respecto a la funcién de peso
v(x) siempre y cuando paratoda0 <i, j<n

b
/ V(x)pi(x)Pi(x)dx = ;.

EJEMPLO 6.7.2. Polinomios de Legendre
Los polinomios de Legendre pueden generarse en forma recursiva:

Polx) = 1
bilx) = x
(k+Dpra(x) = Qk+1)xpr(x) —kdpr_1(x), k=1, 2,....
Se puede verificar facilmente que estos polinomios son ortogonales en

el intervalo [—1, 1] con respecto a la funcién de peso v(x) = 1. Algunas
propiedades de estos polinomios son

(1) El polinomio ¢ (x) tiene k raices distintas en (—1, 1). Por ejemplo

3 1 1
Po(x) = E(x2 - §) tiene raices x = i\/;

5 3 3
¢P3(x) = §(X2 — g)x tiene raices x =0, x = ﬁ:\/;

(2) Los polinomios ¢y(x), ¢p1(x),..., ¢pn(x), al ser ortogonales y tener
grados 0, 1,..., n, generan el espacio de polinomios de grado
<n.

Si escogemos como puntos de interpolacién las raices x;, x»,..., Xp

del polinomio de Legendre de grado n, ¢,(x) sobre [—1, 1], entonces
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podemos expresar f(x) por medio de su polinomio de interpolacion de
la siguiente manera

x) = Zl:f(xi)&(X) + % H(x -

Esta claro que la regla de cuadratura

1 n 1
/ fodx ~ Z wif(x;) con w; = / Li(x)dx = /
-1 i=1 -1

b =1, i

integra de manera exacta al menos polinomios de grado < n—1 6
cualquier otra funciéon suave cuya derivada de orden n — 1 sea cero
sobre [a, b]. Verifiquemos que esta regla en realidad es exacta para
polinomios de grado 2n — 1:

Sea p(x) un polinomio de grado 27 — 1. Si dividimos este polinomio
entre el polinomio de Legendre de grado n, ¢,(x), obtenemos un
polinomio cociente q(x) de grado < n — 1, y un polinomio residuo r(x)
de grado < n — 1, tales que

" k—xy)

—"dx
(x; — xj)

p(x) = q(x)Pu(x) + r(x).

1 1 1
/ p(x)dx = / ax)¢,(x)dx + / r(x)dx
J-1 1

—1
Ademas como g(x) es polinomio de grado < n — 1, entonces es combi-

Asi que

nacién lineal de los polinomios de Legendre ¢¢(x), ¢1(x),..., Ppn_1(x).
Es decir, existen dgy, di,..., dn—1 € R tales que
n—1
at) = diix).
i=0
Luego

1 n—1 1 1
[ pwax =S [ giodatadx [ roodx
-1 i=0 -1

1
= / r(x)dx
-1

debido a la ortogonalidad de los polinomios de Legendre. Por otro lado
como 7(x) es un polinomio de grado < n— 1, entonces la ultima integral
en la expresion anterior se puede sustituir por

erl)wl con wj= /#(x)dx / ((j: XJ)
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n Xi Wi
2 Xx»=-—x1=0.5773502692 wy=wp =1
5
3 X3 =—X1 = 0.7745966692 w; =ws = 5

x2=0 wy = §

2 = 2= 9

4 x4=-x1=0.8611363116 w; =wy=0.3478548451
x3=—x2 =0.3399810436 w, =w3 =0.6521451549

5 Xs5=-x1=09061798459 w; =ws;=0.2369268851
X4 = —x» = 0.5384693101 w, = w4 =0.4786286705

12
x3=0 w3 = 128 =0.5688888889

225
Table I. Puntos y pesos para reglas de cuadratura de Gauss.

Pero ademas, como cada punto x;, 1 < i < n, es raiz de ¢, (x), se tiene
p(x;) = q(xi)Pn(x;) + ¥(x;) = ¥(x;). Por lo tanto,

1 n
[ peodx =S wiptx
- i=1

1

lo cual comprueba que la regla de la cuadratura es exacta para el
polinomio arbitrario p(x) de grado < 2n — 1.

En la siguiente tabla se muestran valores x;, w; a diez cifras
decimales para distintos valores de n.

En la practica, queremos integrar en un intervalo arbitrario [a, b] y
no solamente en [—1, 1]. En estos casos utilizamos el cambio de variable

_2x—a—b

t b—a

el cual transforma [a, b] en [-1, 1] si a < b. En este caso

_(b-—a)t+a+b
-

b 1
/f(x)dx=/ f((b—a)t+a+b)b—adt

. 2 2

La regla Gaussiana se aplica a esta ultima integral.

EiempLO 6.7.3. Calcular I = fol e—*"dx utilizando la férmula Gau-
siana de 5 puntos (n = 5).



6.7. FORMULAS DE CUADRATURA DE GAUSS 139

t+1
Solucion: a = 0, b =1 implica x = % Por lo tanto

1 2 1 t+142 1 ]. 1 t+142
/ e Xdx = / e TV gt = f/ e T dt
0 5 2972 )

1< -
> 3 wie " 2074682413
i=1

%

utilizando los valores x; y w; de la tabla con n = 5.

Observacion. Para obtener una precision comparable con la regla del
trapecio se requieren 2, 800 subdivisiones de [0, 1], mientras que con la
regla de Simpson se necesitan 20 subdivisiones aproximadamente.

Otros casos que llevan a reglas de integracion de Gauss son

Intervalo Funcion de peso v(x) Nombre
[—1,1] (1 —x®ir? T,.(x), Chebishev
-1,11 (1 —x*1+x8, o, B>—-1 PLP(x), Jacobi
[0, 00) e~ L,(x), Laguerre

(—00, 00) e H,,(x), Hermite







Capitulo

Aproximacion Numeérica de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

7.1. Conceptos basicos

Los problemas de valores iniciales 6 ecuaciones diferenciales ordi-
narias ocurren en muchas areas de la ciencia, pero mas particularmente
enlamecanica (incluyendo la mecanica celeste), donde el movimiento de
partiulas (planetas) obedece la 22 ley de Newton. Algunos astronomos
como Adams, Mrulton, Cowell, contribuyeron al desarrollo de ténicas
numeéricas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecua-
ciones diferenciales ordinarias también juegan un papel importante en
la mecanica cuantica, en el estudio de dinamica de poblaciones, mode-
los biologicos, desintegracion radiactiva, economia, circuitos eléctricos.
Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen también
como parte importante de la busqueda de soluciones de las ecuaciones
diferenciales parciales.

El problema tipico de valores iniciales (que denotaremos por PVI)
involucra sistemas de ecuaciones diferenciales de 14X orden de la forma

% =f(t,y), a<t<b, (7.1)
y(to) =y  (to=a), (7.2)

donde y = y(t) = (y1(8), Y2(t), ..., ¥u®)T, Yo = Vo1, Yoz,---» You)" €
R™, f = (fi, f2,..., fo)T funcion vectorial de R" en R"™ con f; =

Silt, y1,02, .0, Y0

Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias (e.d.o.)

(1) Geometria: La ecuacién de una circunferencia de radio » con centro
en el origen es x? + % = ¥°. Suponer y = y(x), entonces derivando
implicitamente la ecuacion de la circunferencia, se obtiene:

dy dy X

2x+2y—=0=> — =—
x ydx dx y

141
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Siidentificamos x con t entonces y = y(t), y obtenemos la ecuacion
diferencial ordinaria

ay _ t
at  y’
y(0) =7

equilibrio

§0000000¢

Figure 7.1. Bloque de masa m suspendido por un resorte.

(2) Oscilador arménico simple: Consideremos un bloque de masa m
suspendido de un resorte. Si a partir de su posicién de equilibrio
estiramos 6 encogemos el resorte, entonces despreciando la
friccion con el aire, este bloque comienza a oscilar. La ecuacién
que describe el movimiento oscilatorio se obtiene a partir de la
segunda Ley de Newton.

mx" (t) = —kx(t),

donde x(t) indica la desviacion del bloque respecto a la posicion de
equilibrio, k es la constante de rigidez (6 restitucion) del resorte.
La anterior ecuacion ecuacion puede reescribirse en la forma

x" +w?x =0, conw =+/k/m.
A su vez, esta ecuacion diferencial de segundo orden puede expre-
sarse en la forma % = f(t,») con ¥(t) = (¥1(1), y.(t)T, f(t,y) =
(y2(b), —w?y1 ()T, si hacemos la sustitucion:
i) =xt) = yit)=y(t)
y2t) =x't) = h(t) = —wiy(b)

En forma analoga, una ecuacién diferencial ordinaria de orden
n de la forma

Y(t) = g(t, (), V' (1), ..., " (@),
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se puede transformar en un problema del tipo ' = f(t, ),
haciendo la sistitucion:

»i(t) = y(t)
ya(t) = /(1)

=
=

Yno1(t) = Y"1 =

V() = YV

=

Vi) = ¥'(t) = ()
Vh(t) = ¥'(t) = y3(b)

Vi1 () = Y"70(1) = yu ()
Vi) = Y(@) = glt, ¥1, V2, -+ V)

e identificando a y(t) y f(t, y) con

y(t) = (y1(t), yo(b), ..
S (&, ) = (2(t), y3(t), . ..

respectivamente.

YN () 8
, (), gt 1), y2(b), ..., yu (D),

(3) Problema de dos cuerpos. Un problema ligeramente mas com-
plicado de la mecanica celeste es el que describe la 6rbita de un
cuerpo de masa m bajo la atracciéon de otro cuerpo de masa mucho
mayor M como se ilustra en la Figura 7.2 . Usando coordenadas
cartesianas x(t), x»(t), centradas en el cuerpo mas pesado, las

ecuacioens son:

X} (t) = —GMmx, (t)/7(t)?,
x5(t) = —GMmx,(t) /v (t)?

donde G es la constante de gravitacién universal y

r(t) = vV x1(t)? + x2(t)2.

m

Figure 7.2. Dinamica de dos cuerpos.

Si hacemos la sustitucion:

y1(t) = x1(t)
Ya(t) = x(t)
y3(t) = x1(t)
Ya(t) = x5(t)

=

ol

V(b)) = x| (t) = y3(b)
V3(t) = x5(t) = ya(t)
V4(t) = X (t) = —GMmy, (1) /r(t)®
V4(t) = X5(t) = —GMmy,(t)/v(t)®
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con ¥(t) = Vx1(£)? + x,(t)2 = \/yl(t)2 + v,(t)?, obtenemos el sis-

. . . L a
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la forma o

dt
f(t,y) donde

W(E) = (1(b), y2(b), y3(), ya)T v,
f(t’y) = (fl’f2:f3’f4)T1

con fi(t, ) = ¥3, folt,¥) = ya, f3(t,¥) = —GMm y1 /(] + ¥3)3/2,
fit,y) = —GMm v, /(2 + ¥3)*/2.

El teorema fundamental del calculo establece una conexion

importante entre ecuaciones diferenciales e integrales

Ci:)/ t+h

O fty) = =y [ f s

t

No podemos usar integracion numérica directamente en el problema
de la derecha por que y(s) es una funcién desconocida. De cualquier
manera la idea basica es escoger una sucesion de valores h (pasos del
tiempo) y a partir de dicha férmula generar nuestra solucién numérica.

Caso especial. Un caso especial que hay que tomar en cuenta es cuando
f(t,y) = f(t) es solamente funcion de t. En este caso la solucion de la
ecuacion diferencial autbnoma consiste en encontrar la antiderivada de
f(t), es decir su integral:

t+h

Y(t+h)=y(t)+ Sf(s)ds
t
La solucion numérica es entonces una sucesion de cuadraturas de la
forma

(98]

Ynel =Yn t+ f(s)ds

tn

7.2. Existencia y unicidad de la solucion

DEFINICION 7.2.1. Una funcion f : [a, b] x R" — R" se dice que es
Lipschitz continua respecto a la variable 7 si existe una constante L > 0
tal que

1F&, ) = f&, ¥ < Ly —»*|, Vtela,bl,Vy, y* R
en alguna norma vectorial || - | en R™

EJEMPLO 7.2.2. En el problema del oscilador armoénico encontramos
que f(t,y) = (3o, —w?y1)T, con w constante. Entonces en la norma
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euclidiana tenemos

£t ) — f£&, )2 = |2 — 3, —w? 1 — Y |2

= \/(3’2 — 3 +wi(y — )

< max{1, wz}\/(yz — 32+ (1 — 7)?
=max{1,w*}|y — ¥*||»

Por tanto, si tomamos L = méx{l,wz}, entonces se satisface una
condicion de Lipschitz para f(t,y) (en realidad en este caso f no
depende de t).

Observese que la condicion tipo Lipschitz es parecida a la propiedad
que define a una aplicacién como una contracciéon (ver capitulo 3). Sin
embargo, la constante de Lipschitz no tiene que ser L < 1, pudiendo
ser incluso muy grande, pero constante. Intuitivamente hablando, la
condicion de Lipschitz asegura que la funcion f(t, y) no tenga cambios
muy “bruscos” 6 infinitos cuando y varia.

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos el
siguiente teorema basico:

TEOREMA 7.2.3. Teorema de existencia y unicidad. Si f(t, y) es una
funcion continua respecto a t en [a, b], Lipschitz continua respecto a 'y
en R", entonces el problema de valores iniciales (PVI) tiene una solucion
unica y(t), a <t < b para cualquier condicion inicial y, € R"™. Ademds
Y(t) depende continuamente de ty y v, (los datos iniciales).

Nota 1. En ocasiones la condicién de Lipschitz no se satisface para toda
y € R", sino en un subconjunto Y de R™. En este caso el teorema de
existencia y unicidad sigue siendo valido en [a, b] x Y.

Nota 2. En ocasiones es muy dificil verificar una condicion de Lipschitz

ofi

en forma directa. Sin embargo si las derivadas parciales 3

-(t, ) son

1
continuas y acotadas en [a, b] x R™ 6 [a, b] x Y (con Y C R"), entonces

f(t, y) es Lipschitz continua respecto a v en R" 6 Y, respectivamente.

t
EiEmpLO 7.2.4. La funcion f(t,y) = —; no es Lipschitz continua
. . . of t
en cualquier conjunto que tenga y = 0. Sin embargo como @ = —?

es continua respecto a t y respecto a toda y # 0, entonces f(t,y) es
Lipschitz continua en cualquier t € [a, b] y cualquier conjunto Y que
no tenga y = 0. Geométricamente es facil observar que el problema no
tiene solucién si la condicion inicial fuese y(0) = 0 6 ¥(0) = —r < 0,
pues no hay circunferencias de radio » = 0 6 radio negativo.
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7.3. Métodos de aproximacion con series de Taylor

En el presente estudio solo consideraremos métodos de aproxi-
macion de variable discreta del problema PVI. En estos métodos se
encuentran aproximaciones y; de la solucién exacta y(t;) solo en pun-
tos discretos t; € [a, b], como se muestra en la siguiente figura

t,=a t t, t.=b
Figure 7.3. Aproximacion de variable discreta.

Los métodos de series de Taylor son métodos de este tipo. La idea
para obtener este tipo de métodos consiste en lo siguiente: Sea y(t) la
solucion de y/'(t) = f(t, ¥(t)), ¥(ty) = Vo al tiempo arbitrario t. Si h es
un incremento del tiempo, entonces

y///(t)

yll(t) 2 3
o1 h +Th +.... (7.3)

Si y(t) no es conocida, las derivadas de y(t) tampoco lo son. Sin
embargo, sabemos que

Y = fit, »),
') = fO, 3) = filt, )+ fo(t, VF(E, D),
Y0 = £ y) = £ )+ £DE ) f(E ),

Y(t+h) =yt + ¥ Oh+

Y = O, 3) = 00 )+ £ ) f(E, ),

en donde fO vy f@ .. f® k > 0, indican derivadas totales de f
respecto a t. Por lo tanto (7.3) puede reescribirse como

2 3
Wt +h) = (t) + hf(t, ) + %f“’(t, )+ %f@(t, V) +... (7.4)
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Observese que si la funcién f(t, y) no es simple, las derivadas f&, f@,
f® seran cada vez mas complicadas. Ademas por razones practicas
debemos limitarnos a un numero finito de términos en la serie. Esta
limitacién restringe los valores de h para los cuales (7.4) es una buena
aproximacién a y(t). Si cortamos la serie a p + 1 términos (p > 1), se
obtiene

2
Wt +h) V() + hf(t, y) + h—f(”(t, V) +

f“’ Dt f("” (& »(¥)

(+1

hr—1
= YO +hIft, )+ —f‘“(t, Pt S )

tor 1),f(*’)(é (8)

con & entre t y t + h. Entonces

e+ h) = (0 + ha(t, v ) + ¢ f‘”’ (€ 1)),

con
k

k
®(t, ;3 h Zf (t, y)(k+1)

El algoritmo de Taylor, y otros métodos basados en este tipo de
algoritmos calculan y en t;;; usando solamente informacion de y
en t;, donde t;;; = t; + h; es un incremento en tiempo de ;. La forma
mas sencilla de llevar a cabo esta estrategia es dividir el intervalo [a, b]
en N subintervalos de igual longitud h = (b —a)/N, y generar t; = to+ih
coni=0, 1,..., N.Es decir h; =h vy t;;; =t; + h para cada i. Entonces
el algoritmo es:

Algoritmo de Taylor de orden p para calcular una solucién de la
ecuacion diferencial

¥ = f(t, ), »(to) =0 (to = a),
sobre el inverbalo de tiempo [a, b]:

b—
(1) EscogerhzTa, ti=top+ih,i=0,1,..., N.

(2) Dado el valor inicial yy, para i = 0,1,..., N — 1 generar
aproximaciones y; de la solucion y(t;) por medio de la relacion de
recurrencia

Yia = Yi+h®(t;, yi; h),
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con

=
|
—

hk

< (k+1)!

O(t;, yis h) = Foti, ),

~
Il

Por ejemplo, cuando p = 1 se obtiene ®(t, y; h) = f(t, ) y obtenemos el
método de Euler, cuya relacion de recurrencia es:

Yia=Yi+hf(t,y), i=0,1,...,N—-1 (7.5)

El método de Taylor de 22 orden se obtiene con p = 2. En este caso
®(t, y; h) = f(t,y)+ %f(”(t, ), y la relacion de recurrencia es

h ,
Yi1 = Yi+th f(ti,yi)+§f(1)(ti:yi) , 1=0,1,...,N—1(7.6)

EiemprLo 7.3.1. Considerese la ecuacion diferencial ordinaria escalar

V() = 2y—y% 0<t<2
¥(0) 1

cuya solucién exacta es y(t) = 2/(1 + e~%%). A continuaciéon se muestran
los resultados con el método de Euler (7.5) y el método de Taylor (7.6),
donde f(t, ¥) = 2y—»?,y fO(t, ¥) = 2—2y)2y—y%) = 2y(1 - y)(2— ),
con h = 0.1. Se observa una mejor aproximacion con el método de
Taylor que con el método de Euler como era de esperarse.

5
1.9+
1.8¢
170
1.6F
15- /
141
1.3F

1.2r

exacta
11F Euler
e Taylor

0 0.5 1 1.5 2 25

1

Figure 7.4. Comparacion entre el método de Euler y Taylor
de 20. orden.
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t Sol. Euler Sol. Taylor Error Euler Error Taylor

0.0 1.0000000 1.0000000 0.0000000 0.0000000

0.1 1.1000000 1.1000000 3.3200538e — 4 3.3200538e — 4
0.2 1.1990000 1.1980100 1.6246798¢e — 3 6.3467978e — 4
0.3 1.2950399 1.2921867 3.7272875e — 3 8.7412722e¢ — 4
0.4 1.3863350 1.3809770 6.3860835e — 3 1.0280498¢ — 3
0.5 1.4714096 1.4632059 9.2924117e — 3 1.0886996¢ — 3
0.6 1.5491869 1.5381117 1.2137304e — 2 1.0621176e — 3
0.7 1.6190262 1.6053323 1.4658472¢ — 2 9.6455088¢e — 4
0.8 1.6807069 1.6648544 1.6670129¢ — 2 8.1761418e — 4
0.9 1.7343707 1.7169416 1.8072841e — 2 6.4369998¢ — 4
1.0 1.7804407 1.7620568 1.8846521e — 2 4.6259408¢ — 4
1.1 1.8195319 1.8007886 1.9032890e — 2 2.8960765¢e — 4
1.2 1.8523687 1.8337897 1.8714049¢ — 2 1.3504982¢ — 4
1.3 1.8797154 1.8617278 1.7992264¢e — 2 4.6307489¢ — 6
1.4 1.9023255 1.8852520 1.6973853e — 2 9.9641180e — 5
1.5 1.9209064 1.9049698 1.5758116e — 2 1.7841400e — 4
1.6 1.9360995 1.9214345 1.4430961e — 2 2.3401902¢ — 4
1.7 1.9484713 1.9351394 1.3062215e — 2 2.6967832¢ — 4
1.8 1.9585115 1.9465171 1.1705495e — 2 2.8892268e — 4
1.9 1.9666371 1.9559423 1.0399618¢e — 2 2.9520355e — 4
2.0 1.9731984 1.9637359 9.1707727e — 3 2.9166246e — 4

oscilador armonico simple

x"'(t) + wlx(t) = 0,

0<t<2m,

x(0) =1,
x'(0) = 0.

EiempLO 7.3.2. Otro ejemplo que consideraremos es la ecuaciéon del

Haciendo las sustituciones y1(t) = x(t), y»(t) = x'(t) se transforma esta
ecuacion diferencial de segundo orden en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden

V() = (),
Vh(t) = —w y (1),

yl(o) = 11
¥2(0) =0,

Si denotamos y = (1, 2)7, f(t, ¥) = (¥2, —w?y1)7, entonces

FO 3 = fult, )+ o6, 0 f(t, ) = m + [

|

M1
Y2

|

0

—w?

[ -t
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Tomando w = 2, se obtiene

f&, ) =00, —40)", O =-401,22)",

y el método de Euler (7.5) y Taylor de 22 orden (7.6) con h = 0.1
producen los resultados mostrados en la siguiente grafica. De nuevo es
evidente la superioridad del método de Taylor de 22 orden.

4-

exacta
3+ Euler
Taylor
ol
1 e oo
% / \\ e g
S N ¥
or \-\ J b
% J kS )
LN »
-1 e’ \\.M/
2
-3 L
0 1 2 3 4 5 6 7

Figure 7.5. La diferencia entre Euler y Taylor de 20. orden
es aun mayor en la solucién del oscilador arménico.

A continuacién estableceremos algunas definiciones tutiles para
analizar los métodos de Taylor y otros métodos que estudiaremos mas
adelante.

DEFINICION 7.3.3 (Error de truncamiento). El error de truncamiento
del método de un paso

Yis1 = Yi+ h®(ti, yi; h), (7.7)
se define como
T(t, Y3 1) = - aprox — M+ ),
donde
Yaprox = Y(t) + h®(t, y; h).

Entonces el error de truncamiento es una medida de la diferencia entre
la solucion aproximada y la solucion exacta de la ecuacién diferencial
por unidad del paso de tiempo h. Sustituyendo la expresion y,,»x €n
la expresion T(t, y; h), obtenemos

1
I(t, y;h) = ¢(t, v, h) — E[y(t +h) — ()] (7.8)
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DEFINICION 7.3.4. Consistencia. El método de un paso (7.7) es
consistente si

T(t,v;h) — 0, cuando h — 0.

De la relacion (7.8) se obtiene que el método es consistente si

Ht+h) = 0

0 h

pILLmo T(t, y; h) = PILIE% ¢(t, y;h) — }Ig%
b(t, y;0) — V' (t) = B(t, 3;0) — f(t, ).

Es decir, el método es consistente si

o(t, y;0) = f(t, ) (7.9)

DEFINICION 7.3.5. Orden del método El método (7.7) se dice que
tiene orden p, con p entero > 1, si en alguna norma vectorial

T, yv; h)|| < ch? (7.10)

uniformemente sobre [a, b] x R", donde ¢ no depende de t, v 6 h.
Para expresar que el método es de orden p, usualmente escribimos
T(t,y;h)= O(h"), h—0

Observese que si p > 0, entonces automaticamente se tiene consistencia
en el método. El nimero p se denomina el orden exacto del método si
la desigualdad (7.10) no se cumple para ningn nimero mayor a p.

DEFINICION 7.3.6. Funcion principal del error. Una funciéon T :
[a, b] x R"™ — R" que satisface

T, )40 v T(t, y;h) =T(t, Y)h? + O(h**Y), h — 0,
se denomina la funcién principal del error.

La funcion principal del error determina el término lider en el error de
truncamiento. El nimero p en

T(t, y; h) = T(t, y)h? + O(h**)
es el orden exacto del método ya que 7(t, y) # 0.
Nota. Todas las definiciones anteriores se hacen con la idea en mente
de que h > 0 es un nimero pequefio. Entonces entre mayor es p mas

preciso es el método. Por ejemplo, el método de Taylor de 22 orden
(p = 2) es mas preciso que el método de Euler (p = 1).

EiEmpLO 7.3.7. Ilustraremos las definiciones anteriores para el
método de Euler:

yi+1=yi+hf(tilyi)! i:Ol 1’ 21’N71
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Dado que ®(t, y;h) = f(t,y) no depende de h, entonces ®(t,y,0) =
f(t, ) e inmediatamente concluimos que el método es consistente.
El error de truncamiento es: (suponiendo y € 62[a, b))

T(t, y;h)

1
P(t, y;h) — E(y(t +h) —

1
= f(t,y) - —(y(t +h) — y(b)
- Y- MyM+Ef &)

= —53’ €3]

- _%ﬂgﬂ&+ﬂ@y@ﬁ@y@ﬂ

con & entre t y t+h. Por lo tanto, si f y todas sus derivadas parciales de
primer orden estan uniformemente acotadas en [a, b] x R", entonces

T, y;h)|| < ch.

Esto muestra que efectivametne el método de Euler tiene orden p = 1.
Si hacemos la misma suposiciéon de acotamiento uniforme sobre las
segundas derivadas de 7y, entonces

V(B = (1) + O(h),
asi que
YMth—gm+bﬂmw+Wﬁ, h—0,

lo cual demuestra que la funcién principal del error es

T(t, ) = [ft + frfIt, ) = f D, ).

Asi pues, a menos que f; + f,f = 0, el método de Euler tiene
exactamente orden p = 1.

ErempLo 7.3.8. En forma analoga podemos hacer un analisis seme-
jante, al realizado en el ejemplo anterior, para el método de Taylor
general:

Yia1 =Yi+hdt,yi;h), i=0,1,..., N-1
con

h h?—1
$t.yi) = f(t.3)+ 5 f VA + ok = ST )
(7.11)

= h* (k)
=2 Gl Y

k=0
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Suponiendo que f € 6” sobre [a, b] x R" se tiene

1
T(t,y,h) = &, y;,h)— E[y(t+ h) — y(t)]

p—1 k
h
— t.vh — = kD 5 prD)
b(t, v, h) k§:0 " (t) TESIEd ®
— h? (p+1)
= (p+1)!y (¢3)
con Eentre ty t+ h. Asi que
c
. < p 14
T, ;)| < (p+1)!h,

con ¢, = cota de f%(t,») en [a,b] x R". Entonces, el método
tiene exactamente el orden p, al menos que fP(t,y) = 0, y la
funcién principal del error es

1
(p+1)

Claramente el método es consistente, pues de (7.11) se obtiene

o(t, ;0) = f(t, »).

Una de las principales desventajas de los métodos de Taylor de
orden mayor es que es necesario calcular derivadas de orden superior
f®(t, y). Por esta razoén los investigadores optaron por buscar métodos
de orden mayor al método de Euler pero sin la necesidad de calcular
derivadas de f(t,»). En la siguiente seccion se introducen tales
métodos, denominados métodos de Runge-Kutta.

7.4. Métodos de Runge-Kutta

En el método de Euler, para calcular y(t + h) de y(t), se “corrige” el
valor y(t) sumando hf(t, y), para obtener

Yaprox = y(t) + hfl(t, ),

donde Y4prox denota una aproximacion al valor exacto y(t + h). La
siguiente grafica ilustra la diferencia entre Y,pox y 3(t + h). Se toma en
cuenta que f(t, y) = y/(t) representa la pendiente de la tangente a y en
L.

Habiendo hecho esta descripcion geométrica, observamos que para
mejorar el calculo es necesario seguir una mejor direccion a partir del
punto (t, y(t)). Esto se logra reevaluando la pendiente a la mitad del
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yaprom
»
Pendiente -7
"(t)=f(t -7
y (t)=f(t.y) - +y(t-+h)
I
I
I I
y(t) | 1
I I
I I
I I
T T
t t+h

Figure 7.6. Interpretaciéon geométrica del método de Euler.

intervalo [t, t + h], y entonces seguir la pendiente revisada sobre el
intervalo completo. Entonces

Pendiente revisada: f <t + g, Y+ gf(t, y))

h h
Nuevo método: Yaprox =Y +h f (t T Y ff(t’ y))

es decir
h h
(L, v, h) = f(t + 5V gf(t, ).

Esta construccion se muestra en la siguiente figura.

Yaproe
m:f(t+h/27y+h/2 f(t7y)2/)

t t+h/2 t+h

Figure 7.7. Interpretacién del método de Euler mejorado.
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Notese la caracteristica anidada de f enla formula de aproximacién.
Para propositos de programacion se deshace el anidamiento de f y
escribimos:

Método de Euler modificado (6 mejorado)

ki(t,y) = f(t,»)
kao(t,y) = f(t+ 5,y + k) (7.13)
Yaprox =Y+ th

En este método, hemos tomado dos pendientes de prueba: k; y k,. La

primera se toma en el punto inicial, y la segunda a la mitad del camino,
y al final hemos tomado la segunda como pendiente para avanzar.

Podriamos igualmente tomar la segunda pendiente de prueba en el
punto (t + h, v + hf(t,y)), pero entonces se corre el peligro de haber
esperado mucho para revaluar la pendiente. Una mejor opcion es tomar
la pendiente final como el promedio de las dos pendientes m; = f(t, y)
ym;, = f(t+h, y+hf(t,y)). Con esta estrategia obtenemos el siguiente
método:

Método de Heun (6 del trapecio)

kl(t1y) = f(tyJ’)
ko(t,v) = f(t+h,y+ hk;) (7.14)

Yaprox =Y + %(kl +k»)

En este caso

1
P(t, v h) = §[f(t, Y)+ f(t+h,y+hf(t,y)].

El siguiente dibujo ilustra este método.
Las ventajas que se obtienen con estas modificaciones para revaluar
la pendiente son basicamente dos:

a) Los métodos obtenidos tienen un orden p = 2, el cual es mayor
que el método de Euler

b) No es necesario evaluar ninguna derivada de f, solo se evalua f
dos veces.

7.5. Métodos de Runge-Kutta de dos etapas

Una forma mas sistematica para obtener los métodos anteriores
(7.13) y (7.14) consiste en suponer

¢(t, y;h) = x k1 + ook
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m,=f(t+h,y+hf(t,y))

«—>

e
-
P 7
< Y
P aprox

oL ==y (t+h)

b -

m;, :f(t7 y) "ﬁl’:’ m,+m,
2

t t+h

Figure 7.8. Interpretacién del método del Trapecio.

con
kl(t’ y) = f(t’y)’
ko(t, y) = f(t + puh, y + uhk,),

en donde se tienen tres parametros, &y, &, U, a nuestra disposicion.
Podemos intentar escogerlos de tal manera que el orden del método se
pueda maximizar. Es decir, de tal forma que

Yt h) = (1)

T(t,yv;h) = ¢(t,v;h) ’
t+h)— y(t
= o f(t,y) + o f(t + ph, y + puhky) — w

= OMh*), h -0

con p maximo. Si escribimos At = ph y Ay = uhk, = At f(t,y),
entonces
S(t+puh,y+ uhky) = f(t+At, v+ Ay)

= f6, )+ filt, AL+ fot, ¥)AY

1
+ 5[f”At2 + 2 fiy AtAY + AYT fry AVIE, ) + ...
= f(t, ¥) + uhlfi(t, ¥) + £ (t, »)f(L, V)]

21,2

2]’1 [fee + 2fty + foyyf](ta »)+ O(h3)

+
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Analogamente

_ 2
HERZIO - ey By« B < oy

h (1) h? (2) 3
:f(t’y)+§f (tay)"‘gf (t,y)"‘O(h)
h
= flt,») + §[ft + fyflt, )
h2
+ g Ut 2fof + [ f + Hlfe+ fHNE ) + O

Sustituyendo estas dos expresiones en la expresion del error de
truncamiento, obtenemos:

21,2
T(t, y;h) = oo f + oo f + cophlf; + fr f1+ 0(2IJ 2h [fee + thyf""foyyf]
2
= U F ) = Ut 2+ S o + S S

+ O

1
=(op + o — 1) f + (oo — E)h[ft‘*'fyf]

h? 1 1
+ 7[(0<2l12 - §)(ftt+ 2fenf + fT fyn) — gfy(ft + fy
+O(h®)

El primer coeficiente es cero si «; f + &> = 1; el segundo coeficiente es
cero Si oru = %; el tercer coeficiente no puede hacerse cero, a menos
que se impongan restricciones muy severas sobre f. Por lo tanto, el
maximo orden alcanzable es p = 2 si escogemos «;, &>, U, tales que

1
a1 f+o=1, a2u=§.

Estas ecuaciones tienen una familia de soluciones que dependen de un
parametro:

1
i=1—0r y pu= o con «p # 0 arbitrario.
2

El método de Euler modificado se obtiene escogiendo &, = 1, y
obteniendo o = 0, u = % (ejercicio). El método de Heun se obtiene
escogiendo o, = %, y obteniendo o = %, u =1 (ejercicio) Otra posible
eleccion se obtiene de la funcién principal del error (recuerdese que
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7)

20(2

T(x,y) = (——f Wfet + 2finf + T fonf) — fy(ft+fyf) (t, )

1
2

y observando que la suma de los valores absolutos de los coeficientes

. . 3 .
se puede minimizar si escogemos o, = vE con lo cual se obtiene

SR RV S
1 4’ 2= 41 3
(ejercicio) El método que se obtiene en este caso es
ki = f(t)
2 2
ko, = f(t+ gh,y+ ghkl)

h
Yaprox = () + Z(kl +3k»)

EjEmMpPLO 7.5.1. Resolvemos de nuevo el problema del oscilador
armoénico simple con w = 2, utilizando el método de Euler modificado
y el método de Heun con h = 0.1 en el intervalo 0 <t < 27r.

La ecuacion diferencial ordinaria de 22 orden

x"(t) + 4x(t) 0, 0<t<2m
x(0) 1
x'0) = 0

se transforma de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de 14 orden

d{yl(t)]z[ o (t) } 0<t<2m

ya(t) =4y (1)
»1(0) = 1
(00 = 0

con las sustituciones y1(t) = x(t), y»(t) = x'(t). Los resultados numéricos
con los métodos de Heun y Euler mejorado son casi idénticos. En la
siguiente tabla se muestra el error al utilizar ambos métodos asi como
la diferencia en valor absoluto de los resultados obtenidos con ambos
métodos para los ultimos 19 valores. Se observa una diferencia entre
ambos métodos de orden 10~ 6, Mas abajo se muestra una grafica de
la solucion exacta x(t) = cos(2t) junto con las soluciones aproximadas.
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Error Euler-mod

Error Heun

Dif. EM y Heun

4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
5.0
5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
6.0
6.1
6.2
6.3

3.1253742e — 2
2.0823611e — 2
9.0537770e — 3
3.6095901e — 3
1.6663189e¢ — 2
2.9566583e — 2
4.1764547e — 2
5.2710839e — 2
6.1892396e — 2
6.8852876e — 2
7.3214496e — 2
7.4697138e — 2
7.3133807e — 2
6.8481647¢ — 2
6.0827900e — 2
5.0390400e — 2
3.7512415e — 2
2.2651917e — 2
6.3655670e — 3

3.1253742e — 2
2.0823611e — 2
9.0537770e — 3
3.6095901e — 3
1.6663189¢ — 2
2.9566583¢e — 2
4.1764547e — 2
5.2710839e — 2
6.1892396e — 2
6.8852876e — 2
7.3214496e — 2
7.4697138e — 2
7.3133807e — 2
6.8481647e — 2
6.0827900e — 2
5.0390400e — 2
3.7512415e — 2
2.2651917e — 2
6.3655670e — 3

7.7715612e — 16
7.7715612e — 16
8.8817842¢ — 16
7.7715612e — 16
6.6613381e — 16
4.4408921e — 16
2.2204460e — 16
1.1102230e — 16
5.5511151e — 17
2.4980018e — 16
4.4408921e — 16
5.5511151e — 16
6.1062266e — 16
7.7715612e — 16
8.8817842¢ — 16
8.8817842e — 16
7.7715612e — 16
6.6613381e — 16
6.6613381e — 16

Figure 7.9. Comparacién de los métodos de Heun y Euler mejorado.

exacta
Euler Modificado
Heun
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7.6. Métodos de un paso de r-etapas

159

En forma analoga en como se introducen los métodos de dos etapas
se pueden generar métodos de orden mayor. Por ejemplo, en un método
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de v etapas se proponen 7 “pendientes” de la forma

ki(t,y) ft, »),
ko(t,») S+ uh, y+hioky),
k3(t,y) = f(t+uzh, y+hAsik, +hAszks),

ke(t,y) = ft+uh, y+hAaks+hdoks +...+hAy—1ke—1),
donde los incrementos uy, ys, ..., 4, Se escogen para para que Uy = Ayq,
M3 =A31+A32,..., By = Ay + A2 + ...+ Ayp1. Posteriormente se forma

un promedio ponderado de las pendientes propuestas, para obtener
b(t, v, h) = kg + coko + ...+ ok,
de tal manera que ; + &2 +...+ &, = 1. Asi que

Yaprox = y(t)+ho(t, y;h

Los parametros introducidos se escogen en la forma adecuada para
obtener el maximo orden en el error de truncamiento. Es decir de tal
forma que

v

J’(t+h) y(t) Z ki y(t+h) — ()
AL 400 ,#

T(t, y; h) oL, y; h) —

= OM*), h—0

con p maximo.

El procedimiento es mas engorroso que en el caso de los métodos
de dos etapas, y no intentaremos abordarlo con detalle en este escrito.
Basta decir que el algoritmo general de + etapas requiere ¥ evaluaciones
de f por cada paso del tiempo. El método mas popular es el denominado
método de Runge-Kutta de cuarto orden. Este es un método de cuatro
etapas y viene dado por
Método de Runge-Kutta clasico (r=4)

kit,y) = f(t, ),

h 1
ko(t,y) = f(t+§, v+ Ehkl)

h 1
ks(t,y) = f(t+§, v+ Eth)
ka(t,y) = f(t+h, yv+hks)

h
Vaprox = Y1)+ 6(kl +2ky + 2k3 + ky)
Observese que en este caso

1
d)(t, Vs I’l) = 6(’(1 + 2k2 + 2k3 + k4)
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t Sol. RK-4 Error
4.5 —9.1106338¢ —1 6.6886305e — 5
4.6 —9.7479683e — 1 4.6788469¢e — 5
4.7 —9.9966920e —1 2.3846367e¢ — 5
4.8 —9.8468894e —1 1.0861609¢e — 6
4.9 —9.3045331e—1 2.7034469e — 5
5.0 —8.3912447e¢ —1 5.2941197¢ —5
5.1 —7.1434336e -1 7.7709332e¢ — 5
5.2 —5.6108451e —1 1.0024850e — 4
5.3 —3.8545771e—1 1.1952256e —4
5.4 —1.9446450e —1 1.3459635e — 4
5.5 4.2810183e —3 1.4467967e¢ — 4
5.6 2.0285570e — 1 1.4916631e — 4
5.7 3.9334320e — 1 1.4766633e — 4
5.8 5.6814960e —1 1.4003006e — 4
5.9 7.2030612¢ — 1 1.2636242¢ — 4
6.0 8.4374693e —1 1.0702665e — 4
6.1 9.3355101e—1 8.2637098e — 5
6.2 9.8613826e — 1 5.4040974e — 5
6.3 9.9941230e — 1  2.2289544e — 5
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El método es de orden p = 4, y cuando la funciéon f(t, y) no depende
de y se reduce al método de Simpson para calcular ftz f(T)dT (ejecicio).
En forma analoga puede demostrarse que si f(t,y) no depende
explicitamente de y, el método de Euler mejorado se reduce al método
del punto medio para aproximar la integral de f(t), y el método de
Heun se reduce al método del trapecio (ejercicio).

A continuacion se muestran los resultados numéricos que se
obtienen cuando se utiliza el método de Runge-Kutta clasico con
h = 0.1, para resolver la ecuacion del oscilador armoénico simple con
w=2en0 <t < 2m En la tabla se muestran los valores de la
solucién numérica y el error para valores desde t = 4.5 hasta t = 6.3
con incrementos de h = 0.1. Los resultados muestran la superioridad
de este método respecto de los métodos anteriores.

7.7. Estabilidad y convergencia de los métodos de un paso

Para el estudio de la estabilidad y convergencia de los métodos
de un paso, consideraremos el caso mas general en el que el paso del
tiempo puede ser variable:

Vi = Yi+hid(ty, yi; hi).
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Figure 7.10. Resultados con el método de Runge-Kutta 4.

A continuacién introducimos algunas definiciones y notacion util para
el estudio de la convergencia y estabilidad de los métodos de un paso.

Mallas. Una malla en [a, b] es un conjunto de puntos {ti}]i\i o tales que
a=ty<t;<...<ty=bh,

con longitudes de malla h; = t; — t;_1, i =1, 2,..., N. El tama¥io ¢

finura de la malla se mide por medio de

. . _ - AN
Bl = max hi = [l con b = (R},

A menudo se usa la letra h para sefialar la coleccion de longitudes
{h;}¥,. Si h; es constante e igual a h*T“ para toda 1 < i < N, se dice
que la malla es uniforme, de otra manera se dice que la malla es no
uniforme. Si la malla no es uniforme se dice que el método es de paso
variable.

Funciones de malla. La funcion vectorial
v={v;}¥,, con v; €R"

se denomina funcion de malla, y al conjunto 6 coleccion de funciones
de malla definidas sobre [a, b] 1o denotamos por Fyla,b]. Podemos
definir normas de funciones de malla. Por ejemplo, dado v = {v; };_ov €
F,la, b], definimos

[V][oo = max vy,
0<i<N

en donde ||v;|| indica una norma vectorial de v; € R".
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Los métodos de un paso, y cualquier otro método de variable
discreta, produce una funcion de malla y = {¥(t;)}Y, en los puntos de
malla {¢;}Y¥,. Es decir, dado y, € R" valor inicial y t, = a, el método

tinm = ti+h (7.15)
Yin = yi+hi®t,yi;h), i=0,1,..., N-1 (7.16)
(7.17)

aproxima la solucién del PIV

%¥==fwymxa<t§b (7.18)
Y(tg) = yo con ty=a. (7.19)

Operadores Residuales. Para el estudio de la estabilidad y convergencia
es util introducir los siguientes operadores residuales:

RYND) = YO — fit,yt), VyeCPla,b)"
Ruyn)i = %—wi,yi;no, Vvn = {i}Yo € Fula, b]

Vi=0,...,N—1.

De la definicion de estos operadores residuales, se deduce que:

SiRy = 6: entonces y(t) resuelve la ecuaciéon diferencial ordinaria
(7.18). _

Si Ryyn = 0, entonces v, = {yi}}, resuelve la ecuaciéon en
diferencias (7.15).

Si hacemos la interpretacion

Y(t+h)— y(t)

Rpy)(t) = "

entonces
(Rp)(t) = —T(t, y; h).

7.7.1. Estabilidad. La estabilidad es una propiedad del esquema
numérico solamente, y no tiene nada que ver con la precisiéon 6 poder
de aproximacion del mismo. La estabilidad caracteriza la robustez
del esquema con respecto a las perturbaciones pequefias. Es decir,
pequenos cambios en los datos , producen cambios pequefios en las
soluciones numéricas. Veremos que la estabilidad del esquema junto
con la consistencia del mismo, implica la convergencia de la solucion
numeérica a la solucién exacta.

DEFINICION 7.7.1. El método (7.15) es estable sobre [a, b], si existe
K > 0, independiente de h, tal que para cualquier malla h sobre [a, b] y
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para cualesquier dos funciones de malla vy, = {v;}¥,, wn = {w;}Y,, se
satisface

[7n = Whlleo < K([[0 — wol| + [[RnYh — RnWhl|c)
V h con |h| pequefio.

Esta definicién estd motivada por la siguiente propiedad: Supongase
que yy = {yi}fi\io es la solucién de la ecuacion en diferencias (7.15),
obtenida con precision infinita. Entonces

Rpyn = 0,
(to) Yo.

Ahora bién, cuando utilizamos una computadora o cualquier otro medio
de calculo para aplicar el esquema (7.15), la precision es finita y el error
de redondeo estard presente en los calculos. Entonces, en lugar de
obtener 7y, obtenemos la solucién en punto flotante w), = {wi}ﬁ o 1a
cual satisface

Rywp, = & con &={g},
wo = Yo+nNo,
en donde w es la representacion en punto flotante de y, (es decir,

si no = (No1,No2,---,Non)”, entonces |noi| < &maq)- Por lo tanto, la
estabilidad del método (7.15) se satisface si existe K > 0 tal que

[7n = Whlleo < K([[nol| + [|€[|0) (7.20)

Esta ultima relacién nos indica que el método (7.15) es estable si el
cambio global en 1y es del mismo orden de magnitud que los errores
residuales ¢ = {si}fi\i o Y el error inicial no. También observamos que
Rywy, = € significa que para 0 < i < N — 1, (R,wp); = (€);, es decir
—— —o(t, wi h) = &,
h
6 bién
Wiy = w; + h®(t;, wis hy) + hie;.
De la ultima expresion se observa que el efecto del error de redondeo
se “desvanece” cuando |h| — 0, pues
Wiy — Wi+ hi®(t;, w;; h;) cuando |h| — 0.

TEOREMA 7.7.2. El método (7.15) es estable si ®(t, y; h) satisface una
condicion de Lipschitz con respecto a 'y sobre [a,b] x R" x [0, hg] con
ho > 0:

|®(t, v; h) — ®(t, y*5h)|| < M|y — y*||, Vy, y* €R"
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DEMOSTRACION. Sea h = {h;}¥, una malla en [a,b] y sean y) =

{yit,, wn = {w;}}, dos funciones de malla. Se satisface
Yie1 = Yi+ hi®(ti, ¥i; hi) + hi(Rpyn)i
Wiy = wi + h®(t;, wis hy) + hi(Rpwpy);.
Entonces
Yir1 —Wis1 = Vi—wWi+hi[®(t;, yi; hi)—S(t;, wis h)l+hil(Rp yn)i— (Rpwp)il.

Sean e; = ||y; — w;|| y d; = || ®(t;, ¥i; hi) — ®(t;, wy; hy)|| en alguna norma
vectorial || - ||, y sea 6 = ||d||oc = m&Xo<i<n di. Debido a que ® satisface
una condicion de Lipschitz y a la desigualdad del triangulo, se obtiene:

il §(1+hiM)ei+hi6, i=0,].,...,N—]. (721)

donde M es la constante de Lipschitz asociada a ®(t,y;h). Por
recurrencia de la desigualdad (7.21) obtenemos

ein < H(l + hyM)eg + {ho H(1 + hM)+h, H(1 + M)
k=0 k=1 k=2

+--+hi1+hiM)+h;|6.

Se puede demostrar que cada uno de los productos es menor 6 igual a
eb—DM (yer Gautschi). Asi que

i
eipg < el=Mp 4 plb—a)M Z his < e?=Mle) 1 (b — a)s}.
k=0

En la ultima desigualdad se ultiz6 que Z;;:o hy < b — a. Por lo tanto
lefloo = |7n = whlloo < e~ {Ilyo = wol| + (b — @)|[Rpyh — Rhwh|oo}

< &l — wol + IR = Ryl
con K = e~ max{1,b — a} O

ErempLo 7.7.3. El método de Euler es estable si f(t, y) es Lipschitz
continua respecto a y, dado que en el método de Euler ®(t, y;h) =

f(t, y).

En realidad todos los métodos de un paso que se usan en la practica
satisfacen una condicion de Lipschitz si f(t, y) satisface una condicion
de este tipo. En este caso la constante de Lipschitz M para & puede
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expresarse en términos de la constante de Lipschitz L para f. Por
ejemplo, para el método de Heun:

o, y; h) = %(kl +ky), con k= f(t ), ko= f(t+h,y+hk).
Entonces
|l ®(t, y; h) — ®(t, y*; h)||

= LIft, ) — f(t, y) + f(t+ h, y+ hki) — f(t+h, y* + hk})||

donde k} = f(t, y*). Por la desigualdad del tridangulo y la condicion de
Lipschitz se obtiene

L L
[|(t, y; h) — @(t, y*; h) || < 5”3’ -+ §||3’+ hky — y* — hki]||
<Ly -y + THf(t,y) — f(t, )|

SLy ="+ ==l ="l
Tomando M = L(1 + %) se obtiene la condiciéon de estabilidad. O

7.7.2. Convergencia.
DEFINICION 7.7.4. El método de un paso (7.15) es convergente si

R |vi — ¥(t)| — 0 cuando |h| — 0,

es decir si ||yvn — Y|loo — 0, || — 0.

TEOREMA 7.7.5. Si el método (7.15) es consistente y estable sobre
[a, b], entonces el método es convergente.

DEMOSTRACION. Sea v, = {yi}¥, solucion de (7.15), y sea y =
{ y(ti)}ﬁ o solucion de (7.18) en los puntos de malla. Entonces, debido a
la estabilidad

[vn = Yoo < K{l[vo — ()| + IRV — Rl }
para alguna constante K > 0. Como yy = Y(tg) Y Rpyn = 6) entonces
1 — Voo < KRRV = K| TC, ¥ Wl = O(R[P)
suponiendo un error de truncamiento de orden p. Claramente
|k — Y|lo — 0, cuando |h| — 0 O

Conclusion: Todos los métodos de un paso vistos en esta seccion
son estables y convergentes, y de orden p > 1, bajo suposiciones de
suavidad razonables para f(t, y).
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7.8. Estudio asintotico del error global

De la misma forma en como la funcién del error principal T(t, y)
describe la distribuciéon principal del error local de truncamiento

T(t, y; h) = T(t, y)h? + O(h**)

cuando el método es de orden p, queremos estudiar cual es el término
lider en el error global y; — y(t;) cuando |h| — 0. Es decir, estamos
interesados en el comportamiento asintotico de y; — y(t;), i=1,..., N.
Recuerdese que y; es la solucion aproximadaent =1t; y y = y(t;) es la
solucion exacta en el mismo tiempo.

El siguiente teorema indica que, bajo suposiciones razonables,

yi — W) = €t)h? + O(hP*), |h| — 0

donde £(t;) es la solucion del problema variacional

d
d{ = ft,y)e+T(t,y), a<t<b
ga) = 0
Para simplificar, consideramos h; = h,i=1,..., N, es decir la malla es

uniforme.

TEOREMA 7.8.1. Supongase que

a): ¢(t, y;h) € C*[a, bl x R" x [0, ho,

b): ¢ es un método de orden p > 1 en funcion del error principal
T(t, ») continua sobre [a, b] x R™.

c): &(t) es la solucion del problema de valores iniciales.

% = Lt yt)e+ T, @), a<t<b (7.22)
ga) = 0 (7.23)

entonces
yi—¥(t) = &lt)h? + OhP*), cuando |h| — 0 (7.24)
parai=1,...,N.

Antes de demostrar este teorema hacemos las siguientes observa-
ciones:

(1) El significado preciso de la expresion (7.24)es
¥ — ¥ — hP || = O(hP*Y) cuando |h| — 0,

donde y = {¥(t)},, vu = {¥i}o € = {&i}}, son funciones de
mallay | - ||« se define como el valor maximo en valor absoluto de
la funcion de malla.
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(2) Como ¢(t,y;0) = f(t,y), entonces la primera suposicion del
teorema implica que f € C? sobre [a,b]R", y esto ultimo es
mas que suficiente para garantizar la existencia y unicidad de la
solucion &(t) del problema (7.22) sobre [a, b].

DEMOSTRACION. Utilizando el teorema de Taylor 6 el teorema del
valor medio, y la consistencia del método, se puede demostrar (ver
Gautschi) que

B(t;, vis hi) — O(E;, Y(t:); he) = fylts, YEDY: — ¥(t)] + O(WPH) (7.25)

Para resaltar el término lider en el error global, definimos la funcion de
malla v = h=P(y),, — ), es decir r; = h=?(y; — y(t;)) implica

Yisr — 1 1

= TP = V() = h TP = ()

_ o Yinn — Vi Ytia) — ()
R h h ]

= h=P[®(t;, yi; h) — {D(t;, ¥(t;); h) — T(t;, ¥(t:); h)}

En la ultima igualdad se ha hecho uso de

V(i) — Y(t)
h
Ademas, si hacemos uso de la expresion del error de truncamiento en
términos del error principal

T(t;, ¥(t:); h) = T(t;, Y(t)h? + O,

Vi1 = Yi+th®(t;, vy h) vy T, y(t); h) = ot y h)—

obtenemos
LT Lt i ) — ki, Ve ) + T VDR + O]
= Ryt M — D)+ Tl V(ED) + Oh)

Solti, )i + (ti, ¥(t) + Oh), i=1,...,N.

En la ultima igualdad se ha hecho uso de que r; = h—?(y; — y(t;)). Por
lo tanto, despejando 7,1, de la anterior ecuacién, obtenemos

Tis1 = i + hfy(ts, YA))T + T(ti, Y(E) + O(h?), 15=0

la cual puede verse como el método de Euler para aproximar la
ecuacion (7.22). Dado que el método de Euler es estable y la funciéon
g, y) = f(t, y(t)) + T(t, ¥(t)) es lineal en y, satisface la condicion de
Lipschitz. Entonces se satisface la condicién

¥ — €l < Kl|l7o — &l + [|RRY — Rré|loo] = K| T(, & h)|| = O(h)

debido a que T(-, & h) es el error de truncamiento en el método de
Euler. Como v = h—?(y),, — ), entonces multiplicando por h” la ultima
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desigualdad se obtiene

|vh — 3+ hPe|| = O(hP™). O

7.9. Monitoreo del error y control del paso

La mayoria de los programas modernos disponibles para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias monitorean errores locales de
truncamiento, y controlan la longitud del paso h sobre la base de
la estimacion de estos errores. Implementando el resultado asintotico
del teorema anterior, trataremos de monitorear el error global dado
por la ecuacion (7.24). Observamos que para ello necesitamos calcular
la matriz Jacobiana a lo largo de la trayectoria solucion f,, (£, y(t)) y una
estimacion de la funcién principal del error T(t, y(t)), como se muestra
en la ecuacion (7.22).

Estimacion del error global.

La idea principal para hacer una estimacion del error global es
hacer uso de las expresiones (7.22) y (7.24). Es decir, integrar la
“ecuacion variacional” (7.22) junto con la ecuacion principal (7.2).
Dado que necesitamos &(t;) en la ecuacion (7.24) con precision O(h)
solamente (puesto que cualquier orden adicional seria absorbido por
hP*1), entonces &(t;) puede aproximarse por medio del método de Euler.

A continuacion establecemos el resultado que nos permite dar
una estimacion del error global: Supongase que ®(t, y; h) satisface las
condiciones del teorema 7.8.1. Si se cuenta con una estimacion r(t, yv; h)
por la funciéon del error principal que satisface

r(t,yv;h) =T1(t,y)+ Oh), h—0

uniformemente sobre [a, b]xR", junto con la aproximacion yy = {y;}¥,
de la solucion de la ecuacion diferencial, generamos ¢, = {&;}¥,, como
aproximacion de la solucion de la ecuacion (7.22), por medio de

tim = ti+h (7.26)
Yian = yi+h®E;,yi;h) (7.27)
g1 = &+ hlfy(t, yi)& +(ty, yi; h), (7.28)

donde ty = a, yo = ¥(ty) y €9 = 0. Entonces la estimacion del error
global viene dada por

yi — Y(t;) = &h? + O(hP*Y), |h| — 0
Estimacion del error de truncamiento

Esta claro que para poder utilizar (7.26) debemos estimar 7(t, y; h)
la cual es una aproximacién de orden h para la funcién del error
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principal T(t,»). A continuacion describimos dos métodos que
producen una estimacion de »(t, y; h).

1. Extrapolacion local de Richardson a cero.

Funciona bién para cualquier método de un paso, pero se considera
que es muy caro computacionalmente. Si ¢ tiene orden p, el
procedimiento es calcular

yn = Y+hot,y;h)
h
vy = y+5Yih2)
h
Yn = J’g+§¢(t+h/2,yh/2;h/2)

y entonces una estimacion de »(t, y; h) es (ver Gautschi)

1 =
1-2-7 hpl
Observese que y; es el resultado de aplicar ¢ sobre dos pasos
consecutivos de tamano %, mientras que 7y, es el resultado de una
aplicaciéon de ¢ sobre el intervalo completo de tamafio h.

El anteior procedimiento es costoso. Por ejemplo, para un método
de Runge-Kutta de cuarto orden se necesitan 11 evaluaciones de f
por paso, es decir casi el triple nimero de evaluaciones necesarias
para un paso del método simple de Runge-Kutta. Por esta razén es
que el método de extrapolacion de Richardson normalmente se utiliza
despues de cada dos pasos de ®, es decir se calcula

Y y+ho(t,y;h)
Vin = Yn+ho(t+h,yp;h)

(7.29)

r(t, v h) =

Yon = ¥+2ho(t,y;2h)
y entonces la expresion (7.29) se transforma en
1y 1 Yon — y;h _
r(t,y,h) = 20F —1)  hril (= T(t, ) + O(h))

Para un método de Runge-Kutta clasico, el procedimiento necesita 7
evaluaciones de f por paso, es decir 3 evaluaciones adicionales a las
necesarias para un paso simple de Runge-Kutta. Aun con este ahorro el
procedimiento sigue siendo caro.

A continuacién presentamos un método mas eficiente.

Métodos de encajamiento (Runge-Kutta-Fehlberg).
Se pueden obtener métodos mas eficientes para el control del
paso, si en lugar de dos aproximaciones con pasos h y % como en los
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métodos anteriores, se sigue la idea de Fehlberg: generar métodos de
discretacion diferentes, uno de orden p y otro de orden p + 1:

y(t+h) ~ y+hot, y;h), (orden p)
y(t+h)* ~ y+h®*(t,y;h), (ordenp +1).

Dado que
o(t, y; h) — w = T(t, y;h) = T(t, Y)h? + OhP*Y),
@ (t, y; h) — W = T*(t,y;h) = O(h"™),
al restar y dividir por h?, se obtiene
hlp[ (t, y;h) — @*(t, ; h)] = T(t, ¥) + O(h), (7.30)

de tal forma que

r(t,y,h) = —[¢(t v h) — o*(t, y; h)l (7.31)

es una aproximacion de orden O(h) de la funcién principal del error
T(t, v) para el método de orden p con &(t, y; h).

La parte truculenta es hacer el procedimiento eficiente. Siguiendo
la idea de Fehlberg, esto se puede lograr “encajando” 6 anidando un
método de Runge-Kutta de orden p dentro de otro de orden p + 1. La
forma explicita de construir este tipo de procedimiento se muestra con
el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 7.9.1. Método de Runge-Kutta-Fehlbergconp =2y p+1 =3
Consideremos los métodos
Yisl = Yi+h®(t;, yi;h), con T(t,y;h) ~ O(h?),
Yia = Yi+h®*(t, yi;h), con T,y h) ~ OR’),
donde ® y ®* se construyen de la siguiente manera
O, y; h) = 1 ki (L, y; h) + oz ko (t, v h) + o3 ks (t, 5 h),
O*(t, yv; h) = &7 ki(t, yv; h) + &5 ka(t, v h) + &3 ks(E, 5 h) + o ka(t, y; h).

Notese que en la construccion de ®* los valores ki, k, y k3 usados
para calcular ¢ se han reutilizado, por lo que solo se necesita un valor
adicional k4 para construir el segundo método ®*. Las funciones k1, ko,
k3 v k4 se construyen de la siguiente manera:

ki = ft ),

ko = f@t+uh,y+hdzk),

ks = f(t+ush,y+hlAs1k; +Azkz]),

ks = f@t+upgh,y+hlAgks +Agpks + Ag3ks)),
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Las constantes Ly, Ay, conv =2,3,4,y1 < j<vr—1,asicomo &, &,
v =1, 2, 3, 4, se calculan de tal forma que los errores de truncamiento
sean O(h?) para ®(t, y; h) y O(h®) para ®*(t, y; h). Este calculo se realiza
en forma analoga a como se hizo en el caso del método de Runge-Kutta
de dos etapas para calcular los parametros o, &> y y. Si en el calculo
se utiliza la condicién adicional u, = 25;11 Avj, ¥ =2, 3, 4, se obtienen
las ecuaciones siguientes para las constantes a determinar:

o+ 0 +og =1, ocGtHos o +og=1,

H2 &3 +IJ3¢X3—§, H2 &y + U35 +IJ40<4—§.
2 % 2 % 2 *_1 A * A A *_1
H206G + 306 + 3G = =, Ho 3203 + (U2A42 + U3 43)“4—6-

Este sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones, y se
pueden imponerse restricciones adicionales para reducir el costo del
método. Por ejemplo, puede pedirse que k4 en el i--ésimo paso sea
reusable como k; en el (i + 1)--ésimo paso. Es decir, podemos imponer

St +h,y+he) = f(t+psh,y + hlAa ks + Ap2ka + Aszks)),
lo cual produce las restricciones adicionales
Ha=1, Az =00, A2=00, Ag=03.
Se pueden imponer restricciones adicionales para minimizar los coefi-
cientes de la funcién principal del error. Sin embargo, no consideramos

esto en detalle. En lugar de esto, escribimos a continuacion un conjunto
de valores para las constantes:

r Hy Ar1 A2 Avs Xy oo

1 0 0 ———— | ————214/891 | 533/2106
2 1/4 1/4 —— | === 1/33 0
3127/40 | —189/800 | 729/800 | — — —— | 650/891 | 800/1053
4 1 214/891 1/33 650/891 | — — —— —-1/78

Con estas constantes se obtiene el método siguiente al cual denom-
inaremos RKF-23:

ki = f(ti, yi), (7.32)

h h
ko = f(t; + it Zkl), (7.33)
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27 189 729
k3 = f(tl + Eh, yi - @hkl + %hkz), (734)
214 1 650
k4 = f(ti + h, Yi+ @hkl + ﬁth + @hkg), (735)
Vil = yi+ ghl(zmk1 + 27k, + 650ks), (7.36)
. h
Yii=Yi+ TOG(SS?’kl +1600k3 — 27ky). (7.37)

Observese que como
ka(ti, yish) = f(t; + h, yi + hp(t;, yis b)) = f(tin, Vi) = ki(ti, Yies h)

entonces solo se requieren tres evaluaciones de f por paso en el tiempo.

CONTROL DE PASO
El control del paso h se obtiene de la siguiente forma

Visl — Vi = hld(t, yis h)) — d*(t;, vi; )] = W37 (t;, vi; h),

(ver ecuacion (7.31) con p = 2). Supongase que queremos que el error
global sea menor a un valor dado € (tolerancia). Para que esto ocurra se
debe cumplir que

|Vis1 — Vil = RP|r(ts, yi; h)| < €. (7.38)

Para que el nuevo paso del tiempo h,,.,, Sea exitoso, es decir produzca
un error menor a €, se debe satisfacer

[#(Eis1, Vier; || By < €. (7.39)
Pero, salvo errores de orden h,
P(ton, Yo ) ¥ it sy = 20— Vi

por (7.38). Sustituyendo esta expresion en (7.39), obtenemos

o — V¥
||yl+1 h3yl+1Hh§ww S €

Por lo tanto, para garantizar que el error global sea menor a € en cada
paso debemos escoger

, €
[>ier = Vil

Para el caso general, cuando las aproximaciones y;,; y ¥}, se han
realizado con métodos de orden p y p + 1 respectivamente, se tiene

e ~ vy —— S (7.40)
Vier — Vil

Rpew ~
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Muchos autores, basados en una amplia experiencia numérica,
recomiendan hacer el siguiente ajuste

hpew = qh

q=o<"L* y o=~0.9
i — Vil

EiempLO 7.9.2. Ecuacion de Van der Pol.

con

x"(t) — c(1 — x()*) x'(t) + x(t) =0, 0<t<10m,
x(0)=1,
x'(0) = 0.

Con ¢ = 0, se obtiene la ecuacion del oscilador armoénico simple. Si
c # 0, la ecuacion es no lineal. Primero, transformamos la ecuacion en
un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de 14 orden.

yi)=x@t) = Vi) =y
va(t) =xX(t) = Vo) =c(l — (D)) ya(t) — yi(t)

En notacion matricial se puede escribir

LS B Lot ] e[

A continuacion se muestran las graficas de los resultados numéricos
para el caso en que ¢ = 3 cuando se utilza el método RKF--23, (7.32)--
(7.37). Primero se muestran las graficas de y;(t) = x(t) y y»(t) = x'(t)
contra t para € = 0.01. La siguiente grafica muestra el retrato fase
de la solucion, es decir la grafica de x(t) contra x’(t). Se observa que
esta ultima grafica representa un ciclo limite no simple y la solucion
es periodica. El numero de pasos del tiempo es de 156. Con un
método de paso fijo h = 0.1 para obtener una precision equivalente se
requieren 1077/0.1 ~ 314 pasos del tiempo, es decir cerca del doble. En
las graficas claramente se observa el tamafio variable de los pasos de
tiempo.

Con el objeto de presentar una mejor solucion, escogemos la
tolerancia del error como € = 104, y repetimos el calculo. Las graficas
correspondientes se muestran abajo. En este caso se necesitan 501
pasos del tiempo. Con un método de paso fijo se necesitan 3142 pasos
del tiempo para obtener la misma precision, es decir mas de 6 veces
que con paso variable.
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+ grafica de x(t)
grafica de x (t)

-6 i
tiempo

Figure 7.11. Gréficas de x(t) y x'(t) vs t de la solucién de la

ecuacién de Van der Pol. MUtodo RKF-3 con € = 0.01

Retrato fase

X

ot

-3 -2 -

0
x(t)

Figure 7.12. Lasolucion de la ecuacion de Van der Pol tiende
a un cliclo limite.

7.9.1. Método Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden. Este es un
método que también es muy usado en la practica. En este caso se
toman p =4y p+1 = 5. Evitando los detalles de deduccion del método,
nosotros solamente presentamos a continuacion este método de paso

variable:
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+ grafica de x(t)
grafica de x (1)

-2

_6 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35

tiempo

Figure 7.13. Solucién con mayor precisién: € = 1074,

Retrato fase

X

—4+

-6 L L L L L |
-3 -2 -1 0
x(t)

Figure 7.14. Retrato fase correspondiente.

ki = f(ti, ¥i)
h h
k2:f<ti+4ayi+4k1>

3h 3 9
ks =f (ti g Yit ﬁhkl + 3thz)
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12h 1932, 7200, 7296
k4"f1<ti+ 13 ’}“+’1[2197k1_'2197k2+'2197 3})

439 3680 84
ti+h, yl+h{216k 8k2+—513 k3 4104k4]>

ks=f

h 8 3544 1859 11
"G‘f( 'yl”l[ 27k +2k2_2565k3+4104k4_40k5D

1408 2197 1
y”1:3“+’l<216k1 2565 3+4104k4_k‘>

. 16 6656 28561 9 2
Vel = yl+;l<135k 12825k3+'56430k4_'50k5+kb)

El paso de tiempo nuevo en cada iteraciéon se calcula por medio de

Mnew = 0.84 | — "
lvisn — il

donde € es la tolerancia deseada para el error global. En ocasiones,
en lugar de calcular y7,, se calcula directamente la diferencia e;,; =
| vis1 — %, || Por ejemplo, en el caso del método RKF-4 (Runge--Kutta-
-Fehlberg de cuarto orden), se tiene
1 128 2197 1 2
—k; — k3 — kys+ —ks+—k
360 ' 42750 75240 ' 50 0 550
EJEMPLO 7.9.3. Se resuelve la ecuacion de Vander Pol con ¢ = 3 y
una tolerancia € = 10~*. En seguida se muestran las graficas de los
resultados obtenidos. En este caso se realizaron 288 pasos de tiempo

e =h
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+ gréfica de x(t)
grdfica de x (t)

-2

-4

0 5 10 15 20 25 30 35
tiempo

Figure 7.15. Solucién con el método RKF-45.

Retrato fase

X

-3 -2 -1 0
x(t)
Figure 7.16. Retrato fase correspondiente.
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